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Kurzzusammenfassung

Die vorliegende Masterarbeit befasst sich mit der Kombinatorik in der Primarstufe. Untersucht
wird, wie Schilerinnen und Schiiler der vierten Schulstufe kombinatorische Aufgaben bear-
beiten und welche Lésungsstrategien und Darstellungsformen sie dabei verwenden. Ziel ist es,
die Ausgangslage vor der Implementierung der Kombinatorik in den neuen Lehrplan (2023) zu
analysieren. Zur Beantwortung der Forschungsfragen wurde ein Mixed-Methods Ansatz ge-
wahlt. Mittels quantitativer Fragebdgen und der qualitativen Methode des Lauten Denkens
wurden die Kompetenzen von Schiilerinnen und Schiilern aus vierten Schulstufen an sieben
Schulen untersucht. Die Ergebnisse zeigen, dass Probandinnen und Probanden im Durch-
schnitt weniger als die Halfte der gestellten Kombinatorikaufgaben |6sen kdnnen. Hinsichtlich
der Losungsstrategien wird haufig intuitiv vorgegangen, wobei systematische Strategien zu
einer hoheren Lésungsrate fiihren. Die Wahl der Darstellungsform steht oft in Abhangigkeit
zur jeweiligen Aufgabenstellung. AbschlieBend lasst sich die Relevanz der Kombinatorik fur die

Primarstufe sowie ihr Potential bestatigen.

Summary

This master’s thesis focuses on combinatorics in primary education. It analyses how fourth
grade students work on combinatorial problems and which solution strategies and represen-
tations they use. The aim is to analyse the situation before the introduction of combinatorics
in the new curriculum (2023). A mixed method approach was chosen to answer the research
questions. Quantitative questionnaires and the qualitative method of thinking aloud were
used to analyse the skills of fourth grade students in seven schools. The results show that, on
average, participants can solve less than half of the combinatorics problems. In terms of solu-
tion strategies, students often proceeded intuitively, although systematic strategies led to a
higher success rate. The choice of visualisation often depends on the task. In conclusion, the

relevance of combinatorics for primary school and its potential can be confirmed.



Inhaltsverzeichnis
1 THEMENAUFRISS UND ZIELSTELLUNGEN........ccctttiiiiiiniiiiieiiniiniinneesenesesesnssessneenenes 13
2 KOMBINATORIK......ceeuiiiiimniiiiiiniiiiiiiiiiieiiiieeiiiteniiiesnisiesssssstssessseessessssesssssssesnsnes 17
21 Stochastik und KombinatoriK ..o 17
211 SEOChASTIK .o 17
2.1.2 Verknipfung von Stochastik und KombinatoriK..........ccccveeeeiiiiicciie e, 18
2.2 Was ist die KOmbBIiNatorik?......cccoviiiiiiiiiiiiiiciic e 18
2.3 Typen kombinatorischer ProblemMe..........ooiceiiiii i s 19
2.3.1 Allgemeines ZANIPIINZIP ...cuuiieiee e e e e e e e e e e et r e e e e e e e s arbaaeaaaeas 20
2.3.2 PermMUEAtION . ....ooiiiiiicc 22
233 KOMDBINATION ..o 24
2.3.4 Variation ..ooueiiiiciii e 26
2.3.5 Bestimmung des AUTZabeNTYPS ..cc.vvii i 29
2.4 RESUMEE ... i e 30
3 KOMBINATORIK IN DER PRIMARSTUFE.....cccccitttmmiiiiimniiiinmniiiiieiiiieeiiiessiissinns 31
3.1 (0] o T o] F=1 o T URUR 31
3.1.1 Lehrplan der VOIKSSChUIE 1986.......ccoiii ittt e ettt e e e e eeaaa e e e e e e eaaes 31
3.1.2 Lehrplan der VolkssChule 2023 ...ttt e et e e e e e aaa e e e e e eaaes 31
3.2 Forschungen in der PrimarstUfe. ...t e e e ae e e e e e 32
3.21 Kombinatorik in der (Grund) Schule (Kipman, 2015)......ccccouiiiiiiieeeiieee et 32
3.2.2 Einflussfaktoren auf die Leistungen in Kombinatorik (Kipman, 2018) .........cccoceeeecieeeennnenn. 33
3.2.3 Kombinatorikaufgaben in der dritten Grundschulklasse (Herzog et al., 2017) ................... 34
3.24 Verbesserung der Kombinatorikleistung (Kipman, 2018).........ccoocuieeeiiiieeriieeeciee e 35
3.25 Kombinatorik und Problemldsen (Kipman, 2018) ......ccceeeviieeeeiiiieeeieeeccireeeeeree e e e 35
3.2.6 Von den Schiilern gewahlten Strategien fiir die Losung der Problemaufgaben in der
Kombinatorik (LAace, 2008)........cceccueeeiiiieeeeieieeeieeeeesiteeescaaaeeesetaeeessreeesnteeessnsaeessnsseessnnsneas 36
33 Potential der KOmbBINatoriK.......coccoioiiiiiiieee e 37

3.3.1 GrundlagenVerMittiUNg ......ooe it e e e et e e et e e et a e e e ennas 37



Verzeichnisse 4

3.4

35

3.6

3.7

4.1

4.2

4.3

4.4

3.3.2 BEZUEG ZUI LEDENSWEIT ....oeeieiiieeee et e ettt e e e e e e e arre e e e e e eeenans 37
3.33 F AN oY = =4 U a1 (=T o o el | U UUUT 38
3.34 (D11 (=T =T o VA T=] (U] o TP PPPPNE 38
3.3.5 o T UL T4 Yo ¥ 2=F - PPPPPPPPPPPRt 38
3.3.6 Mathematische KOMPELENZEN ........oeiiiiieicee e e e et e e 39
Methodisch-Didaktische UDErI@GUNEEN ........ccovevevieeeeieeeeeeeeeeeee et 40
3.4.1 | BT o T 4 o J P PPPPPPPPPPPRt 40
34.2 Arbeit Mit Material .....ooveieeeeeee e e 41
3.4.3 [ =Y =T o DAL= U] ¥ =P 42
344 LOSUNESSIIAtBION coeiiiiiiiiiiiiiiecieeeee e e e e et e e e e e re e e e e e e e e e e e e ee e e e et aeeeeeaaaaees 45
3.45 (D =110 Y=y {4 1= o SR 47
Entwicklung kombinatorischen KONNENS ............euviiiiiii i e 49
3.5.1 Zwei Phasen nach Sill und Kurtzmann (2019)......ccccoeeeiiiieeeeiieee e 50
3.5.2 Fiinf Schritte nach Breiter et. al (2009) ......ccueieiieeeeiiieeecieee e ceee e ere e errre e e e are e e enneeas 51
3.5.3 Flinf-Phasenmodell nach Schipper et al. (2021) ......ccccueiieoiiiiiiieeeeee e 51
3.54 Drei Schritte nach Eichhorn (2024) ...t e 53
3.55 Vergleich VON MOAeIIEN ........eiiiiieee e e e e e e e e rreaeeeeeas 53
Herausforderungen und LOSUNESANSATZE....ccccccuuiiiiiiie ittt ee e e e e e e e 54
RESUIMIBE .. e e e e 55
FORDERUNG DURCH KOMBINATORIK ....ccceeererererrreeeeeseesaessesssssssssssessessssssesssssssssssessssanes 58
Forderung allgemeiner mathematischer Kompetenzen .........ccoocvvveeiviieee e 58
4.1.1 KOMIMUNIZIEIEN ..ttt e s ra e s 58
4.1.2 MOAEITIEIEN <.ttt ettt et sbe e s b e s b e e s b e s beeeanees 60
4.13 PrOBIEMIBSEN ...ttt 60
Forderung inhaltlicher mathematischer Kompetenzen........ccccooeciieeicceee e, 61
421 Zahlen UNd OPEratioNEN..........uiiiii it e e e e e e e s be e e e e e e e arbaeeeeeeeesnsranes 62
4.2.2 LG =T o TP U TP UPRUPRPR 62
423 EDENE UNG RAUM ...oniiiiiiiieie ettt ettt st sene e 63
Forderung durch Wahrscheinlichkeitsaufgaben ..........ccoceeiiiiiiiicii e 63
RESUMIBE ...ttt e e s et e e e e s e e e et e e e e s nr e et ee e e e e nrrreeas 65



Verzeichnisse 5

51

5.2

53

5.4

5.5

6.1

6.2

6.3

KONKRETE UMSETZUNG .....c.ieuuiiiuiiiieniiensiiesiireesiresiressrsssissasisssssssassssssssissssssasssssssssanss 67
Allgemeines ZANIPIINZIP .ooeeceieei e e e et e e e e e e e e eaabae e e e baeeeennnes 67
5.1.1 Was kann der Nikolaus anziehen?.........cccoviiiiriinienieneeeee e 67
5.1.2 SCRNEEMANN ...ttt et sre e r e r e e s e sbeenr e e sreene e 68
5.1.3 [ 1 o 11 =S Gt ol Y o PP 69
5.14 Y 0T Y=L [ USRS 71
(=T 00 011 =1 o o I PSPPSRSO 71
5.2.1 FENStEr SCNMUCKEN ...c.vviiiiiecie ettt s 72
5.2.2 TUPME DAUBN <.t meenne s 72
5.2.3 LI L= PO P O T PP TP 73
524 BUNEE DIraCh@N .. ettt sae e s b e e saee e e 74
KOMBINGTION ..t st s nee e sate e sne e s saeeesreeeas 76
53.1 SChIITEENIENNEN ettt ettt s sar e e ae e s nbeeesaeeens 76
5.3.2 [ 0T ==1 1 PR PPPPRN 77
533 HENAE SCULEEIN. e s s 77
534 (O 1 1= T4 = TP PP PP PPRROTPPRON 78
VarAtiON cooiiiiiiiiii s s 79
5.4.1 [ 0T =L=1 1 U PR PPPPRN 79
5.4.2 WeIhNachtShasteln .........eiiiiiiii e 80
543 FANIradSChIOSS . ..eeiiiieieee ettt st 81
54.4 SO VIBIE ZANIEN .. e 82
RESUIMEE ...ciiiiiiiiiiiic e e 83
EMPIRISCHE UNTERSUCHUNG .........citeiiiiiniiiiniiieiiriiirneiraessrrestresssrsssssasssrasssssnsssenssssanss 84
Y= o = PSPPSRI 84
oY 8ol o[V ] 0T =4 0 =1 Voo [T o H U SRR 85
6.2.1 Quantitative Untersuchung mittels TEStDOZEN ......covveiriiiiiiiiiniiieeeiee e 85
6.2.2 Qualitative Untersuchung mittels Lauten Denken.............ccceovcueivceincieiniieiniieenieenieeneeeens 86
oY 8Yol o [T 0T =4y 1o T A U 0= | PSR 87
6.3.1 PersONIICE DAteN .....ccuireieiieriiee et e 88

6.3.2 Aspekt der MUIIPHKAtioN .....coii et e e s e rereeeenes 89



Verzeichnisse 6

6.4

6.5

6.6

7.1

7.2

7.3

7.4

7.5

7.6

6.3.3 PermMUEATION ..ot e 91
6.3.4 KOMBINATION ..ttt e be e s eee 92
6.3.5 VaTTAtION .oeiiiiiiiii e e 94
AUSWEItUNESMETNOAE ......eeiiieeeece e e e e et e e e e e e e aaeaeeeas 96
6.4.1 Kategorie 1: LOSUNESSIIateZIieN .cccciiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeee e 97
6.4.2 Kategorie 2: DarstellungSfOrmMeN........coocuiiiiiie et e e e e e 98
6.4.3 Kategorie 3: FENIEranalyse .........uuiiiii it e e e e e e etaaae e e e e e e 100
DUrchfihrung der FOIrSCRUNG .....ccuviiii ittt e ettt e e s te e e e e saaae e e e e taaeeenns 100
RESUIMEE ...ttt sa et e s e e s e et e s e e e e e e s neeesenee e e s anreeessnnneeenaas 101
FORSCHUNGSERGEBNISSE.........c.cctuuiiiiiiiiiiiiiiieiireniieeisreesrrasissnesssasssrassssanssssasssenssssnns 103
DESKIIPLIVE AUSWEITUNE ...eeiiiieeecciiieeeeitteeeeeite e e e ettteee s e taeeeasbbaeesesaseeessnsaaeesensseseesnsesessssaeennns 103
7.1.1 GESAMEPUNKLE c..eeiee ettt e e e et e e ettt e e e e et e e esaeeeeeesteeeessaeeesnnaeeesssseeennns 103
7.1.2 Punkte der einzelnen AUfEaben ..o e 104
7.1.3 Leichtere und schwerere AUfZaben........cooo i e 106
7.1.4 GeschlechtsspezifisChe AUSWEITUNE.........cviicciie ettt e raee e 108
7.1.5 SelDSTEINSCNETZUNG «eveiieeii e et e e e e et r e e e e e e aabrae e e e e eesnnneees 110
F AT} == oI I TR UURUROt 113
7.2.1 QUANTITAtIVE AUSWEITUNG ...eeiieiiieeeee et e e e et e e e e e e s e e eeeeas 113
7.2.2 QUAITEALIVE AUSWEITUNE ..eeetiieiie ettt sttt ettt st s e st e st e e sabe e beesateesateesnseesareas 113
F T ==Y oI o SRR 118
7.3.1 QUANTITAtIVE AUSWEITUNG ...eeiiiiiieeeee ettt e e e e e e e e s mnreeeeeeeas 118
7.3.2 QUAITEALIVE AUSWEITUNE ..eeetiiiiie ettt ettt ettt ettt ettt sat e st e e sabe et eesateesabeesnseesateas 119
F AT} ==Y oI X T PURURRt 125
7.4.1 QUANTITAtIVE AUSWEITUNG ...eeieiiiieeee et e e e e e e e s eeeeeeeas 125
7.4.2 QUAITEALIVE AUSWEITUNE ..eeetiieiie ettt ettt ettt sat e st e e sabeesabe e sateesateesnseesateas 126
F T ==Y oI A o RO SUEUR 130
7.5.1 QUANTITAtIVE AUSWEITUNG ...eeiieiiieeeee et e e e et e e e e e e s e e eeeeas 130
7.5.2 QUAITEALIVE AUSWEITUNE ..eeitiiiiie ettt sttt ettt e sttt e st e st e e sate et e e sateesateesnseesaneas 131
F AT} =] oI - T UURUROt 136

7.6.1 QUANTITAtIVE AUSWEITUNG ...eeiiiiiieeeee et e e e e e e e s e e e eeeeas 137



Verzeichnisse 7

7.7

7.8

7.9

7.10

7.11

10

10.1

10.2

10.3

7.6.2 QUAlITATIVE AUSWEITUNG . .evtiiieee ittt e e ettt e e e e st et e e e e e et aaae e e e e e e sebssbeeeseeeeensnstaneaaaaan 137
F T == 0TI o U SERUR 143
7.7.1 QUANTITAtIVE AUSWEITUNE ...eeiiiiiiieeeee ettt e e e e e e e e e s eeeeeeas 143
7.7.2 QUAlITATIVE AUSWEITUNG . .vviiiiiee ittt e ettt e e e ee et e e e e e e e st aaae e e e e e e s assbeeeaeeeeensanraneaaaaan 144
F XU} ==Y oI - TR EPURR 151
7.8.1 QUANTITAtIVE AUSWEITUNG ...eeiiiiiiieeeee et e e e e e e e e s e e eeeeas 151
7.8.2 QUAlITATIVE AUSWEITUNG . .evviiieee ettt ee e ettt e e e e st e e e e e e e st aaae e e e e e e s arsraeeseeseensanranaaaaaan 152
F T == oI 1 o S URRR 159
7.9.1 QUANTITAtIVE AUSWEITUNG ...eeieiiiiieeee et e e e e e e e e s eeeeeeeas 159
7.9.2 QUAlITATIVE AUSWEITUNG . .evviiiiee ittt e e ettt e e e e seee e e e e e st aaa e e e e e e e s trsbeeeseeeeensnnteneaaasan 159
DiskUSSION eI ErEDNISSE ....uuvviiiiieeieeciiieeeee e ettt e e e e et rreee e e e s e raaeeeeeeesesnssanaeaeaesenannes 166
Reslimee und Beantwortung der Forschungsfrage.......cccveeecieeiieciiiiccccieee e 168
7 170
LITERATURVERZEICHNIS......cccoitiiiiiiiiiiiiiniiiiiiiitiinieietienisseesesssesesssssesesssesesesssesesssssesesssesens 173
ANHANG ... s s e e s s s e s s e s s s sasssssssasssssasasssane 178
Genehmigung der Durchfiihrung einer wissenschaftlichen Erhebung ..........ccccccoeeviieeenneen. 178
Einverstandniserklarung EILEIN ........oee it ste e e et e e s eaae e e eaes 179

EigenstandigkeitSErkIGrUNG .......oeii i e ee e e e e et re e e e e e e e nrenes 180



Verzeichnisse 8
Abbildungsverzeichnis

Abbildung 1: Baumdiagramm (in Anlehnung an Neubert, 2019¢, S. 9) cccccvvveveveiiieiirirreeeeeeen. 21
Abbildung 2: Kombinatorische Abzdhlverfahren (Schmidt, 2015, S.56) .......cceeeecvieeecciiieeeenns 29
Abbildung 3: Darstellungsebenen nach J. Bruner (UIm, 2010, S. 9)..cccveevviieiiiieeeiciee e 40
Abbildung 4: Baumdiagramm (Sill & Kurtzmann, 2019, S. 201) ....c.cccoevvviivrreeeeeeeiieiirinreeeeeeen 47
Abbildung 5: bildliche Darstellung (Neubert, 2019b, S. 48) ......ccoecieieiieeirieeeieecee e 48
Abbildung 6: Zifferndarstellung (in Anlehnung an Neubert, 2019b, S. 50).......cccccvveeeeciirneeenns 49
Abbildung 7: typografische Darstellung (in Anlehnung an Neubert, 2019b, S. 50) ................. 49
Abbildung 8: Was kann der Nikolaus anziehen? (Breiter et al., 2009, S. 56) ......ccccveeeeecrreeenns 68
Abbildung 9: Der Schneemann (Klunter et al., 2020a, S. 24) ........ooeeeeiiieeeeieee e 69
Abbildung 10: Farbiges Geschirr (Klunter et al., 2020b, S. 52)...uuueiieiiiiiiiiieeeeeeeeeeieveeeeee e 70
Abbildung 11: Speisekarte (Schipper et al., 2019b, S. 320) ......evevieeiriiieeiee e 71
Abbildung 12: Fenster schmicken (Breiter et al., 2009, S. 56) ......ccceeiireeeeiiieeeeeiiee et 72
Abbildung 13: Tiere (Kipman, 2018, S. 144) ......ccoccvurreeieeeeeieiieeeeee e eeeeetrirre e esnrrrreeeeee e 73
Abbildung 14: Bunte Drachen 1 (Eichhorn, 2024, S. 15) ......ooiiiiiiie et 74
Abbildung 15: Bunte Drachen 2 (Eichhorn, 2024, S. 16) ...cccoovciuiveeeieiieeieciiieeeeeee e 75
Abbildung 16: Schlittenrennen (Breiter et al. 2009, S. 56).....cccvvueiieiiiiiiiirieeeeeeee e e 76
Abbildung 17: Eiskugeln (Kipman, 2018, S.142) .......ccccveiiiieeeiieeeiieceieeeeeeeesveee e e svaeesaaee e 77
Abbildung 18: In der Gartnerei (Klunter et al., 2020, S. 55)....uvvieeiiiiiiiiiiiiiieeece e 78
Abbildung 19: Eiskugeln (Schipper et al., 2019b, S. 325) ....ccoorrrieeeee e 79
Abbildung 20: Weihnachtsbasteln (Eichhorn, 2024, S. 22) .....cccuiiioeeieeeeeecee et 80
Abbildung 21: Fahrradschloss (Eichhorn, 2024, S.38) .....ccouviiiiiiieeieeeee e 81
Abbildung 22: PersOnliche DAten .....cccccuuvveiiiiieiieciireeeee et eee et e e e e enaaereeeeeeeens 88
Abbildung 23: 13) SCNEEMANN.......iii it e sae e e sraeeebeeesbaeeens 89
ADDIlAdUNE 24: 1D) SPEISEKAITE....iiiiiii ittt e e e e s errarraeeeeeees 90
Abbildung 25: 2a) SPaziergang el TIErE. ...t e e e e e eeessrrrraeeeeeeees 91
Abbildung 26: 2b) Fenster SChMUCKEN ....ccvviieiiieceece e e 92



Verzeichnisse 9
Abbildung 27: 3a) SChlittENIENNEN.....c..iieceee e ae e e aee e 93
Abbildung 28: 3b) HANde SChULEEIN .......viiiieecee e e 94
Abbildung 29: 4a) WeihnachtShasteln ........eiiciiiiiiiiiiieeiee e 95
Abbildung 30: 4b) FAhrradsChlOSss .......c.uuiiiuiiiiiiiicie et e sre e s e e aaee e 96
Abbildung 31: Erreichten GesamtpPUNKEE ........ccovvviiiiieiiee et 103
Abbildung 32: korrekte LOsungen je AUFZabe ........vvvvviiiiiiiiiiiiee e 105
Abbildung 33: korrekte Losungen - leichte Aufgaben........cccoviiieiiiiiiiiiiii e, 106
Abbildung 34: korrekte Losungen - schwierige Aufgaben........cccccceiivveiviiieeeic e 107
Abbildung 35: korrekte Losungen - leichtere und schwierigere Aufgaben........cccccccvvveeeeneen. 107
Abbildung 36: GeschlechterverteiluNg ........ooviiiiiiiiiiiiie e e 108
Abbildung 37: Geschlechtsspezifische Unterschiede.......cccocouvvveiiiiiiiiciiiieeeeeeeeereeeeeeeenn 108
Abbildung 38: Geschlechtsspezifische Unterschiede aller Aufgaben ........cccccveeeevvvivnveennnenn. 109
Abbildung 39: SelbsteiNSChATZUNG.....cciiviiiiiiiiiee e 111
Abbildung 40: Durchschnittliche Punkte nach Selbsteinschatzung .......cccoccevvvviieicineeennnenn. 111
Abbildung 41: Korrelation Selbsteinschatzung und Leistungen........ccceevvvveeeeieeeeeiineveeeeeeeen. 112
Abbildung 42: 12 - SChNEEMANN ... ...iiiiiiiiiie et e s e e s ee e e e sabaaeesenes 113
Abbildung 43: Transfer - Schneemann (Testbogen 24).......cccovvveveeiiiiieciiiieeeeeeee e 115
Abbildung 44: zeichnerische Darstellung - Schneemann (Testbogen 16).........cccceeeeeureeennes 116
Abbildung 45: farbliche Darstellung - Schneemann (Testbogen 32).........ccccceeeeiiieeiiiiineeenn, 116
ADDIlAUNE 46: 1b - SPEISEKAITE...ciciiiiiiieiiiiee ettt e e et e e e e e eesebrrreeeaeeees 119
Abbildung 47: Typografie - Speisekarte (TeStbOgEN 4) .......cevvveeeviiiiiieeee e, 122
Abbildung 48: farbliche Darstellung - Speisekarte (Testbogen 18).......ccccceevvveevcceeeiiieennnen. 122
Abbildung 49: zeichnerische Darstellung - Speisekarte (Testbogen 16)......cccccccevvvvvvvennneenn. 122
Abbildung 50: visuelle Darstellung - Speisekarte (Testbogen 11).......cccceeveevveeevciieenneeenennen. 123
Abbildung 51: mathematische Darstellung - Speisekarte (Testbogen 21)......ccccceceeevvuveennneen. 124
Abbildung 52: 23 - SPAzZiergang Aer TIEIC...uuiiiiiieciireeeeeeee et eeeerrrrree e e e e e seetbarreeeeeeeas 125
Abbildung 53: bildliche Darstellung - Spaziergang der Tiere (Testbogen 45) .........ccccueeenneeee. 127



Verzeichnisse 10
Abbildung 54: bildliche Darstellung - Spaziergang der Tiere (Testbogen 16).........cccceeeuueee. 128
Abbildung 55: bildliche und verbale Darstellung - Spaziergang der Tiere (Testbogen 32)....128
Abbildung 56: typografische Darstellung - Spaziergang der Tiere (Testbogen 22)................ 129
Abbildung 57: farbliche Darstellung - Spaziergang der Tiere (Testbogen 18) ........ccccceeenneeen. 129
Abbildung 58: 2b - Fenster SChMUCKEN ......vvviiiiieeec et 130
Abbildung 59: Fixplatzstrategie - Fenster schmiicken (Testbogen 32) ....cccccvvevevvvcnreeennnnnn. 131
Abbildung 60: Fixplatz & Transfer - Fenster schmiicken (Testbogen 29).......cccccevvevvvveennnen. 132
Abbildung 61: Transfer - Fenster schmiicken (Testbogen 31) ....ccccceevvvnvreeeeeeeeeeiirreeeeeeen, 132
Abbildung 62: unklare Strategie - Fenster schmiicken (Testbogen 26) ......ccccccceevevvrrvereeneenn. 133
Abbildung 63: grafische Abbildung - Fenster schmiicken (Testbogen 24).........cccccceeeuveeen. 134
Abbildung 64: farbliche Abbildung - Fenster schmiicken (Testbogen 22) ........ccccevvvvvreennenn. 134
Abbildung 65: Fehlerquelle - Fenster schmiicken (Testbogen 65).......ccccvvvvveeeeeiiviicirnrvennnnenn. 135
Abbildung 66: Fehlerquelle 2 - Fenster schmiicken (Testbogen 19)........cccovveeeciieeieiiiiieeens 136
Abbildung 67: 33 - SChITEENTENNEN .....uvitieieee et e err e ee e 137
Abbildung 68: verbale Darstellung - Schlittenrennen (Testbogen 23).....cccccceeeeeeviccvvvvennnnnn. 140
Abbildung 69: Zifferndarstellung - Schlittenrennen (Testbogen 26) ........ccccceeeeeieeeeeciiieeenns 140
Abbildung 70: Netzdarstellung - Schlittenrennen (Testbogen 21)......cccccvvveeviiiieeiiinnveeneneenn. 141
Abbildung 71: zeichnerische Darstellung - Schlittenrennen (Testbogen 2).......cccceevevneenne. 141
Abbildung 72: typografische Darstellung - Schlittenrennen (Testbogen 22)........c.ccccuveeeene. 142
Abbildung 73: symbolische Darstellung - Schlittenrennen (Testbogen 36).......cccccevvvvveeeeeenn. 142
Abbildung 74: farbliche Darstellung - Schlittenrennen (Testbogen 18)..........ccccooeeeeeciveeenns 142
Abbildung 75: 3b - HAnde SChUTEEIN ...ciiiiiiie e 144
Abbildung 76: namentliche Darstellung - Hande schiitteln (Testbogen 23)......cccoeevvvveereenn. 147
Abbildung 77: namentliche Abbildung 2 - Hande schiitteln (Testbogen 32) ..........cccccuveeee.. 147
Abbildung 78: gemischte Darstellung - Hande schitteln (Testbogen 24) .........ccoceeeeiveeeenn. 147
Abbildung 79: bildliche Darstellung - Hinde schiitteln (Testbogen 2)......ccccceeevevvcrvvvennnnnn. 148
Abbildung 80: Strichdarstellung - Hande schiitteln (Testbogen 62) .......cccceeevveeveieevieeeennn. 148



Verzeichnisse 11
Abbildung 81: symbolische Darstellung - Hande schitteln (Testbogen 36) ......cccccceeevveeenne. 148
Abbildung 82: rechnerische Darstellung - Hiande schiitteln (Testbogen 8) .......cccceeeeevveeennnes 149
Abbildung 83: Netzdarstellung - Hande schitteln (Testbogen 63)......ccccovvvveeieiieiiicnvrneeennnn. 149
Abbildung 84: inkorrekter Losungsweg - Hande schitteln (Testbogen 30)........cccccceevveenne. 150
Abbildung 85: 4a - Weihnachtshasteln ..........coiiiiieiieiiie e 152
Abbildung 86: systematische Strategie - Weihnachtsbasteln (Testbogen 19).........cccueeeee.... 153
Abbildung 87: zeichnerische Darstellung - Weihnachtsbasteln (Testbogen 6)...................... 154
Abbildung 88: typografische Darstellung - Weihnachtsbasteln (Testbogen 5).........ccceeee.... 155
Abbildung 89: verbale Darstellung - Weihnachtsbasteln (Testbogen 32) .......cccoovevvvveveeenn. 155
Abbildung 90: Netzdarstellung - Weihnachtsbasteln (Testbogen 21) .......cccceeeeviveiiciiieenns 155
Abbildung 91: systematische Strategie - Weihnachtsbasteln (Testbogen 8).......ccccccuvveeeeee.n. 156
Abbildung 92: Fehlerquelle 1 - Weihnachtsbasteln (Testbogen 26).......cccccvvvveiievicvnnveeeenenn. 156
Abbildung 93: Fehlerquelle 2 - Weihnachtsbasteln (Testbogen 27) ........cccoveeeeiiiieiicciieneenns 157
Abbildung 94: Fehlerquelle 3 - Weihnachtsbasteln (Testbogen 24).......cccccvvvevveevviinveenenenn. 158
Abbildung 95: Fehlerquelle 4 - Weihnachtsbasteln (Testbogen 45).......ccccveeieeievivnnveeeeneenn. 158
Abbildung 96: 4b - FAhrradschlOss .......oocuiiiiiiiiiiiiiec e 159
Abbildung 97: systematische Strategie 1 - Fahrradschloss (Testbogen 29).......ccccccvvvveennenn. 160
Abbildung 98: systematische Strategie 2 - Fahrradschloss (Testbogen 21).........ccccceeuveenene. 160
Abbildung 99: Teil-systematische Strategie - Fahrradschloss (Testbogen 5)..........cccccuveeee.e. 161
Abbildung 100: unsystematische Strategie - Fahrradschloss (Testbogen 16) ..........ccceee...... 162
Abbildung 101: Zifferndarstellung - Fahrradschloss (Testbogen 65) ........cccccceeeeiiveeeeciieeeenns 163
Abbildung 102: rechnerische Darstellung - Fahrradschloss (Testbogen 41)............cccuveee... 163
Abbildung 103: farbliche Darstellung - Fahrradschloss (Testbogen 18) .......ccccceevvvvvvvenennenn. 164
Abbildung 104: Fehlerquelle 1 - Fahrradschloss (Testbogen 28)......cccceeeeciieeeecciiieeeciieeeen, 164
Abbildung 105: Fehlerquelle 2 - Fahrradschloss (Testbogen 4).......ccoceeeeeiieeeeccieeeecciiieeens 165

Abbildung 106: Fehlerquelle 3 - Fahrradschloss (Testbogen 33)......ccccvvvvvveieiieiieinnnreeeenenn. 165



Verzeichnisse 12

Tabellenverzeichnis

Tabelle 1: tabellarische Darstellung (in Anlehnung an Neubert, 2019¢, S. 8).....cccovvnrvvvereeeenn. 48
Tabelle 2: Additionstabelle (Neubert, 2019b, S. 44) ......cccciie e et 65
Tabelle 3: Hande schiitteln, eigene Darstellung, in Anlehnung an Quak (2010, S. 63)............ 77
Tabelle 4: GeschlechterVert@ilUNG......cccuuveeeiieiiiiicieee e e ers e e 84
Tabelle 5: Unterkategorien LOSUNGSSTrateZIeN ......coccviiiiieiiieeiiiiiiee et saeee e 98

Tabelle 6: Unterkategorien Darstellungsformen........ccoocuvivi i 100



13

1 Themenaufriss und Zielstellungen

Kinder haben oft die Vorstellung, dass Mathematik nur aus Rechnen besteht. In einem Grol3-
teil der Volksschulklassen wird auch dem Erlernen der Grundrechenarten die meiste Unter-
richtszeit gewidmet. Die Mathematik ist jedoch eine Sprache der Logik, welche viel mehr als
das formelle Anwenden von Regeln beinhaltet (Boesten, 2014, S. 4). Strukturiertes und syste-
matisches Denken wird in der Primarstufe nicht nur durch die Erarbeitung der Zahlensysteme
oder der Rechenoperationen aus dem Bereich der Arithmetik oder durch die Erkundung von
Mustern in der Geometrie vermittelt, sondern auch durch Lerngelegenheiten, welche die
Stochastik bietet (Eichhorn, 2024, S. 5).

Bis zur Lehrplanreform im Jahr 2023 war die Stochastik kein Inhalt des Osterreichischen Lehr-
planes. Mit dem neuen Lehrplan, der ab dem Schuljahr 2023/2024 aufsteigend gilt, wird der
Themenbereich erstmals in der dritten Schulstufe eingefiihrt. Als Teilbereich des Kompetenz-
bereiches der Daten und Zahlen sollen Schiler*innen Wahrscheinlichkeiten aus ihrer Lebens-
welt qualitativ beschreiben und vergleichen sowie kombinatorische Abzahlaufgaben darstel-
len und l6sen (BMBWEF, 2023, S. 75). ,Einfache kombinatorische Abzahlaufgaben (zB Wie viele
zweigangige Menis konnen aus 2 moglichen Vorspeisen und 3 moglichen Hauptspeisen zu-
sammengestellt werden?), werden durch Probieren erkundet, zunehmend systematisch dar-
gestellt und gelost.” (BMBWEF, 2023, S. 74)

Vor der Giiltigkeit des neuen Lehrplans kamen viele Schilerinnen und Schiiler das erste Mal
mit der Stochastik in der Oberstufe in BerlGhrung. Die Inhalte aus dem Bereich der Daten,
Wahrscheinlichkeiten und Haufigkeiten werden traditionell eher in der Sekundarstufe unter-
richtet und l6sen dort bei vielen Lernenden, aber auch bei Lehrenden, ein Unbehagen aus.
Grund hierfir sind oftmals ein zu geringes Verstandnis des Inhaltes sowie ein spater Einstieg
in die Thematik (Neubert, 2019c, S. 5). Die Kombinatorik sollte jedoch wie alle anderen ma-
thematischen Inhalte im Sinne eines Spiralprinzips von Beginn an im Unterricht thematisiert
werden, damit Schiler*innen Schritt fur Schritt ihre Kompetenzen erweitern kénnen (Baack,
2013, S. 4).

Zudem hat das Thema bereits fur Kinder im Volksschulalter eine groRe Alltagsrelevanz. Zahl-
reiche Anwendungsbereiche der Kombinatorik sind Teil des Lebens von Kindern im Primar-
schulalter (Bettner & Dinges, 2018, S. 4; Ulm, 2010, S. 17). Die Fragen nach den Eissorten, die
ausgewahlt werden, oder nach dem Gewand, das angezogen wird, sind beide typische Frage-
stellungen der Kombinatorik, welche den Kindern in ihrem Alltag begegnen (Eichhorn, 2024,
S.5).
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Bereits im Anfangsunterricht hat die Kombinatorik ein hohes Potential (Neubert, 20193, S. 20),
denn das Bestimmen von Anzahlen ist hier zentral. Dies bezieht sich zunachst auf die Zahlfer-
tigkeiten, die Mengenerfassungen oder die Rechenoperationen. Angestrebt werden hierzu
Moglichkeiten, die Anzahlen nicht-zahlend zu bestimmen (Herzog et al., 2017, S. 264). Auch
kombinatorische Aufgaben bieten die Moéglichkeiten, Strategien zum ,,Zéhlen ohne zu zdhlen”
(Selter & Spiegel, 2004, S. X) zu entwickeln.

Die Kombinatorik beschaftigt sich insbesondere mit dem Bestimmen von Anzahlen einer end-
lichen Menge, also mit dem Zahlen (Tittmann, 2019, S. V). Neubert (2019d, S. 7) bezeichnet
sie ,,als Kunst des geschickten Abzdhlens”. Fir die Primarstufe ergeben sich hierbei zwei we-
sentliche Fragen zum Lésen von kombinatorischen Aufgaben: ,Welche Mdoglichkeiten gibt es?
Wie viele Moglichkeiten gibt es?“ (Neubert, 2019, S. 7)

Die Behandlung der Kombinatorik im Grundschulalter bringt fiir die Schiler*innen viele Vor-
teile und Lernchancen (Schipper et al., 2021a, S. 258; Schipper, 2023, S. 280; Neubert, 20193,
S.22). Im Vordergrund steht der Losungsprozess, bei welchem handelnd oder zeichnend ver-
schiedene Moglichkeiten ausfindig gemacht werden (Eichhorn, 2024, S. 5). Die Lernenden sol-
len von einem anfanglich noch sehr unsystematischen Finden von Lésungen zu einem syste-
matischen Vorgehen gefiihrt werden, bei welchem sie alle Kombinationsmaéglichkeiten finden
kénnen (Schipper, 2023, S. 281). Wesentlich ist, dass Schiler*innen der Primarstufe beim L6-
sen von kombinatorischen Aufgaben die Moglichkeit zum Handeln brauchen (Neubert, 2019b,
S. 46) und noch nicht mit Formeln oder Fachausdriicken konfrontiert werden (Eichhorn, 2024,
S. 5).

Das Lésen von Kombinatorikaufgaben hat eine eigenstdandige Bedeutung und zielt darauf ab,
dass Schiiler*innen eine Freude am selbststiandigen Problemldsen sowie Kreativitat und geis-
tige Beweglichkeit entwickeln (Sill & Kurtzmann, 2019, S. 170). Viele Lehrkrafte der Primar-
stufe berichten liber eine motivierende Wirkung der Kombinatorik im Unterricht sowie tUber
ein vielfdltiges und selbststandiges Finden von Losungsstrategien (Breiter et al., 2009, S. 53).
Zudem leisten kombinatorische Aufgaben einen wesentlichen Beitrag zur Entwicklung von all-
gemeinen mathematischen Kompetenzen (Neubert, 20193, S. 22). Prozessbezogene! Kompe-
tenzen werden beim Modellieren von Sachsituationen, beim Problemldsen, beim Kommuni-

zieren, beim Argumentieren sowie beim Darstellen gefordert und gefordert (Eichhorn, 2024,

! Der Begriff ,,prozessbezogene” Kompetenzen stammt aus Deutschland. In den sterreichischen Bildungsstan-

dards werden diese als ,,allgemeine” Kompetenzen bezeichnet.
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S. 5). AuBerdem wird durch die Kombinatorik das Rechnen mit natiirlichen Zahlen gesteigert
sowie die UmwelterschlieBung unterstiitzt (Sill & Kurtzmann, 2019, S. 170). Die Kombinatorik
gibt nicht nur die Mdglichkeit Gber mathematische Zusammenhange zu sprechen, sondern

auch Problemlésungsansatze systematisch zu erarbeiten (Herzog et al., 2017, S. 264).

Kipman (2015, S. 58 f.) beschreibt in seiner Untersuchung zur Kombinatorik in der Grund-
schule, dass Schiiler*innen, welche bei einfachen kombinatorischen Aufgaben Strategien ent-
wickeln, auch schwierigere Beispiele mit einer hoheren Wahrscheinlichkeit [6sen kdnnen.
Weiters untersucht er die Abhangigkeit von Strategien mit diversen Faktoren. So kann er auf-
zeigen, dass angewandte Losungsstrategien nicht vom Geschlecht und nur wenig vom sozialen

Hintergrund abhangig sind, jedoch von der Schulstufe.

Auch Herzog et al. (2017, S. 270 ff.) untersuchen das Losen von Kombinatorikaufgaben von
Schiler*innen der dritten Schulstufe. Hier zeigt sich, dass durchschnittlich nur ein Viertel der
Aufgaben von den Lernenden geldst werden kann. Zudem kommt die Untersuchung zum Er-
gebnis, dass die Schiiler*innen passende Darstellungsformen sowie Makrostrategien brau-
chen, um kombinatorische Aufgaben I6sen zu konnen. Es wird ersichtlich, dass die Kombina-
torik in der Grundschule einen flexiblen Zugang braucht. Diese Ergebnisse betonen die Wich-

tigkeit der Thematisierung der Kombinatorik in der Primarstufe.

In Bezug auf diesen Hintergrund soll die vorliegende Arbeit die kombinatorischen Kompeten-
zen von Schiler*innen aufdecken. Untersucht wird, welche Kompetenzen Schiiler*innen der
vierten Schulstufe im Schuljahr 2024/2025 im Bereich der Kombinatorik aufweisen, obwohl
diese laut Lehrplan noch nicht explizit gelehrt wird. Es soll analysiert werden, welche Aufgaben
von Schiiler*innen korrekt bearbeitet werden kénnen, beziehungsweise welche Strategien
und Darstellungsformen Lernende anwenden, um Aufgaben aus dem Kombinatorikbereich zu
I6sen. Hierflir werden den Schiiler*innen Aufgaben unterschiedlicher kombinatorischer Typen
gestellt, um zu untersuchen, ob die Lernenden fiir diese verschiedene Strategien und Darstel-
lungen verwenden. Ziel der Arbeit ist aufzuzeigen, welche Kompetenzen Schiler*innen im Be-
reich der Kombinatorik bereits vor der Implementierung im Lehrplan haben und welche Stra-
tegien und Darstellungsformen zum Lésen von kombinatorischen Aufgaben angewendet wer-

den.

Die zentralen Forschungsfragen lauten demnach: Wie l6sen Schiilerinnen und Schiiler der
vierten Schulstufe kombinatorische Aufgaben? Welche L6sungsstrategien und Darstellungs-
formen treten bei Schiilerinnen und Schiiler der vierten Schulstufe beim Lésen von kombi-

natorischen Aufgabenstellungen auf?
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Um die Forschungsfragen umfassend beantworten zu kénnen, wird mit einem Mixed-Me-
thods-Ansatz, qualitativ sowie quantitativ, gearbeitet. Mittels quantitativen Testbdgen, wel-
che Aufgaben verschiedener kombinatorischer Typen enthalten, wird ermittelt, welche Bei-
spiele von Schiler*innen der vierten Schulstufe gelést werden kénnen, welche Strategien
diese am Testbogen angeben sowie wie diese ihren Losungsweg darstellen. Weiterfiihrend
wird qualitativ mittels der Methode des Lauten Denkens untersucht, welche Denk- und Lo-
sungsstrategien Lernende beim Losen der Beispiele anwenden. Die gewonnenen Daten wer-
den analysiert und mittels qualitativer Inhaltsanalyse in Kategorien ausgewertet und anschlie-

Rend interpretiert.

Zur Einbettung der Forschung in einen theoretischen Rahmen wird in der vorliegenden Arbeit
zunachst erlautert, wie sich die Kombinatorik in die Stochastik eingliedern ldsst, was die Kom-
binatorik ist und welche Typen von kombinatorischen Problemen auftreten kbnnen. Zudem
wird die Kombinatorik in der Primarstufe theoretisch beleuchtet. Nach der Analyse der Lehr-
plane und der aktuellen Studienlage wird das Potential der Kombinatorik in der Grundschule
naher erldutert. Zudem erfolgen methodisch-didaktische Uberlegungen. Thematisiert werden
die Arbeit mit Material, Differenzierungsmaoglichkeiten sowie unterschiedliche Loésungsstrate-
gien und Darstellungsformen. Um aufzuzeigen, wie sich kombinatorisches Konnen entwickeln
kann, werden verschiedene Modelle miteinander verglichen, ehe auch auf Herausforderun-
gen im Bereich der Kombinatorik in der Primarstufe eingegangen wird. In einem weiteren Ka-
pitel wird erldutert, wie und welche mathematischen Teilgebiete durch die Kombinatorik ge-
fordert werden. Hierfir wird auf die allgemeinen und inhaltlichen mathematischen Kompe-
tenzen sowie auf die Forderung der Kombinatorik durch die Wahrscheinlichkeit eingegangen.
Im Anschluss werden praktische Umsetzungsbeispiele aller kombinatorischer Problemtypen
fir die Primarstufe vorgestellt. Weiterflihrend wird die empirische Untersuchung - ihr Setting,
ihre Forschungsmethoden, ihr Forschungsinstrument sowie die Methode der Auswertung und
die Durchfiihrung der Untersuchung - ndher erldutert. In einem weiteren Kapitel werden die
Forschungsergebnisse dargelegt. Zunachst erfolgt eine deskriptive Beschreibung, ehe die ein-
zelnen Testaufgaben jeweils quantitativ und qualitativ ausgewertet werden und mit einer In-

terpretation der Ergebnisse abgeschlossen wird.
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2 Kombinatorik

Im folgenden Kapitel werden fiir die Arbeit relevante Begriffe ndaher erldutert. Grundlegend
beschaftigt sich dieses Kapitel mit der Kombinatorik. Zundchst wird die Einbettung dieser in
die Stochastik thematisiert, ehe auf den Zusammenhang zwischen der Kombinatorik und der
Stochastik ndher eingegangen wird. Ziel des Kapitels ist es darzulegen, was die Kombinatorik,
ein Teilgebiet der Mathematik, ist. Zudem wird ein Fokus auf die Typen von kombinatorischen
Problemen gelegt, welche sich in das allgemeine Zahlprinzip sowie in die kombinatorischen
Figuren der Permutation, der Kombination und der Variation gliedern (Kipman, 2018, S. 129;

Neubert, 2019b, S. 9 ff.). AbschlieBend wird auf die Bestimmung des Typs eingegangen.

2.1 Stochastik und Kombinatorik

Einige Autoren (Ulm, 2010, S. 2; Kortenkamp und Kunze, 2023, S. 4) verstehen die Kombina-

torik als Teilgebiet der Stochastik. Aus diesem Grund wird anbei die Stochastik ndher erldutert.

2.1.1 Stochastik

Im 17. Jahrhundert vertrieben sich franzdsische Adelige ihre Zeit mit Gliicksspielen und woll-
ten dabei ihre Gewinnchancen ermitteln. Der Mathematiker Blaise Pascal (1623 — 1662) lebte
zu dieser Zeit am Hof von Konig Ludwig XIV. Im Jahr 1654 wendet sich der Chevalier de Méré
(Kriiger, 2020, S. 55), welcher als Spieler bekannt war (Neubert, 2019¢, S. 7), an Pascal und

stellte ihm die Frage, was wahrscheinlicher ist:
e beivier Wirfen mit einem Wirfel mindestens eine Sechs zu bekommen, oder
e bei 24 Wiirfen mit zwei Wiirfeln mindestens einmal eine Doppelsechs zu werfen?

Solche Fragen wurden zuvor noch nie einem Mathematiker gestellt. Daher gilt das Jahr 1654
als Geburtsjahr der Stochastik. Von diesem Zeitpunkt an, wurden rasch viele weitere be-

rihmte Stochastikaufgaben gestellt (Kriiger, 2020, S. 55).

Eine typische Problemstellung der Stochastik aus der heutigen Zeit ware etwa die Annahme,
dass groRere Personen die Tendenz dazu haben, schwerer zu sein als kleinere Menschen. Die
stochastische Fragestellung ist hierbei, wie sich ein Gleichklang der KérpergroRe und des Kor-

pergewichtes quantifizieren lasst (Blichter & Henn, 2007, S. 7).

Hafendorn (2011, S. 239) beschreibt, dass die Stochastik heute als Oberbegriff fiir die beschrei-
bende sowie die beurteilende Statistik und fir die Wahrscheinlichkeitstheorie dient. Auch
Meermann (1998, S. 250) und Biichter und Hann (2007, S. 8) geben an, dass die Stochastik die
Statistik und die Wahrscheinlichkeitsrechnung umfasst. Ulm (2010, S. 2) und Kortenkamp und
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Kunze (2023, S. 4) beschreiben jedoch, dass sich die Inhalte der Stochastik in die Teilbereiche
der Statistik, der Wahrscheinlichkeitsrechnung sowie auch der Kombinatorik gliedern. Sill und
Kurtzmann (2019, S. 170) fiihren hierzu an, dass die Kombinatorik zum Teil in der Fachdidaktik
(Ulm, 2010, S. 2; Kortenkamp und Kunze, 2023, S. 4) sowie in vielen deutschen Lehrplanen,
Schulblichern und Arbeitsheften als Teilgebiet der Stochastik eingegliedert wird, dies jedoch
aus fachlicher sowie aus didaktischer Sicht nicht korrekt ist. Auch wenn sich hier die Meinun-
gen unterscheiden, ist wesentlich, dass jene drei Teilbereiche — die Statistik, die Wahrschein-
lichkeit und die Kombinatorik — eng miteinander verbunden sind und nicht strikt voneinander

getrennt werden kénnen (Kortenkamp & Kuze, 2023, S. 4).

2.1.2 Verkniipfung von Stochastik und Kombinatorik

Die Kombinatorik dient als Grundlage fiir die diskrete Wahrscheinlichkeitsrechnung. Diese
wird als Quotient der Anzahl der giinstigen durch die gesamt moglichen Falle berechnet. Das
Ermitteln von Moglichkeitsanzahlen ist die wesentliche Aufgabe der Kombinatorik (Mende,
2020, S. 1).

Die Anzahlbestimmung von Anordnungen oder die Auswahl von Elementen einer endlichen
Menge, mit oder ohne Beachtung der Reihenfolge, sind wesentliche Probleme der Kombina-
torik. Diese Teildisziplin der Mathematik ist zentral fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung, da
der Eintritt eines gleichwahrscheinlichen Ereignisses P(A) mit folgender Formel berechnet
werden kann (Schmidt, 2015, S. 48):

Anzahl der fiir A giinstigen Ereignisse ,,

~P(A) = (Schmidt, 2015, S. 48)

Anzahl moglicher Ereignisse

Hierfiir muss jedoch die Anzahl solcher Ereignisse bestimmt werden (Schmidt, 2015, S. 48).

Mit dieser Problematik beschaftigt sich die Kombinatorik.

2.2 Was ist die Kombinatorik?

In der Alltagssprache wird unter den Begriffen des Kombinierens, der Kombination oder der
Kombinatorik zumeist eine Folgerung, ein logischer Gedanke oder ein Gedankenspiel, wie
etwa beim Schach- oder FuBballspiel, verstanden. In der Fachsprache der Mathematik wird
die Kombinatorik jedoch als eine Teildisziplin der Mathematik angesehen (Schipper et al.,
2019b, S. 317), welche sich nur schwer von weiteren mathematischen Disziplinen, wie der
Wahrscheinlichkeitsrechnung, abgrenzen lasst. Sie kann als Theorie von endlichen Mengen

aufgefasst werden, da sie alle relevanten Fragestellungen zu endlichen Mengen beinhaltet.
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Die Kombinatorik befasst sich mit der Problematik der Anordnung und Auswahl bestimmter
Objekte aus unterschiedlichen Bereichen der Realitdt oder des Denkens (Neubert, 2019d, S.
7). Als Teilgebiet der diskreten Mathematik befasst sich die allgemeine Kombinatorik mit end-
lichen oder abzdhlbaren unendlichen mathematischen Strukturen (Sill & Kurtzmann, 2019, S.
169). Neubert (2019d, S. 7) bezeichnet die Kombinatorik ,,als Kunst des geschickten Abzah-
lens”. Auch Berger (2023, S. 1) schreibt von der ,,mathematischen Theorie des intelligenten
Zahlens”. Fur Tittmann (2019, S. V) beschéftigt sie sich ebenfalls mit der Anzahlbestimmung
einer endlichen Menge, sprich mit dem Zihlen. Herzog et al. (2017, S. 265) erwahnt, dass das
schnelle und effektive Anzahlbestimmen wesentlich ist. Die Kombinatorik beschaftigt sich mit
»der Anordnung von Elementen, der Auswahl von Elementen unter Berlicksichtigung ihrer An-
ordnung sowie der Auswahl von Elementen ohne Beriicksichtigung der Anordnung “ (Klunter
et al., 20203, S. 19). Laut Kipman (2018, S. 129) geht es darum, Strategien und Prinzipien der

Heuristik anzuwenden und zu erlernen.

Neubert (2019d, S. 7) beschreibt zwei Aufgaben der mathematischen Zielstellung der Kombi-
natorik. Einerseits gilt es die Moglichkeiten zu ermitteln, Elemente einer endlichen Menge ge-
malk bestimmten Bedingungen anzuordnen oder zu wahlen. Andererseits muss festgestellt
werden, wie viele Moglichkeiten hierfiir bestehen. Folgend ergeben sich aus diesen Zielstel-
lungen zwei Fragen, welche fiir das Losen von Kombinatorikaufgaben, auch in der Grund-
schule, wesentlich sind: ,Welche Moglichkeiten gibt es? Wie viele Moglichkeiten gibt es?”
(Neubert, 2019d, S. 7) Um sicherzugehen, dass keine der Moglichkeiten Gibersehen oder mehr-
mals gezahlt wird, missen zuvor Regeln liberlegt werden, anhand welcher jede Moglichkeit
genau einmal gezahlt werden kann. Fir dieses System wird die Kombinatorik bendtigt, denn

ohne sie ware ein Abzdhlen zeitaufwendig und unsicher (Berger, 2023, S. 1).

Typische Fragestellungen der Kombinatorik sind etwa die Frage nach der Anzahl der Méglich-
keiten, die es gibt, Buchstaben anzuordnen oder die Ermittlung der Moglichkeiten beim Lotto-
Spiel sechs aus 49 Zahlen anzukreuzen (Rolles & Bossek, 2005, S. 298). Die Kombinatorik ver-
folgt das Ziel, alle Anordnungsmaoglichkeiten solcher Fragestellungen zu finden (Klunter & Rau-
dies, 2010, S. 31)

2.3 Typen kombinatorischer Probleme

Die Bestimmung von Anzahlen — das Ziel der Kombinatorik — kann unterschiedlich erreicht
werden. Der einfachste Weg ist jener des Abzdhlens. Grundsatzlich ist dieser fiir das Losen
aller Kombinatorikaufgaben maoglich, fiir komplexere Aufgaben jedoch nicht realisierbar. Da-

her gibt es diverse Strategien und Berechnungsmoglichkeiten (Neubert, 2019c, S. 8). Zudem
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steht die Anzahl der Moglichkeiten in Abhangigkeit davon, ob beim Auswahlen von Objekten
beziehungsweise deren Anordnung ihre Reihenfolge wesentlich ist und ob gleiche Objekte
mehrmals ausgewahlt werden dirfen. Fiir diese diversen Fille gibt es verschiedene Fachter-
mini (Schipper et al., 2019b, S. 317).

In der Kombinatorik wird zwischen dem allgemeinen Zahlprinzip und speziellen Zahlprinzipien
unterschieden. Zu diesen gehoren die Permutation, die Variation und die Kombination (Kip-
man, 2018, S. 129; Neubert, 2019b, S. 9 ff.). Fur die speziellen Zahlprinzipien, auch als kombi-
natorische Figuren bezeichnet, kdnnen Losungsformeln verwendet werden, welche sich auf

aufwendige Weise durch das allgemeine Zahlprinzip herleiten lassen (Neubert, 2019c, S. 10).

2.3.1 Allgemeines Zahlprinzip

,Das allgemeine Zahlprinzip ist intuitiv verstandlich und wird auch als Produktsatz der Kombi-
natorik bezeichnet.” (Kipman, 2018, S. 130) Es umfasst die Produktregel. Oft wird es in Zusam-
menhang mit dem Baumdiagramm betrachtet. Der Vorgang bei diesem geschickten Zahlprin-
zip ist in verschiedene Stufen gegliedert, wobei sich bei jeder Stufe die Frage stellt, wie viele

Entscheidungsmaglichkeiten es gibt (Neubert, 2019c, S. 9).

Neubert (2019c, S. 9) beschreibt folgendes Beispiel: ,,Wie viele verschiedene Méglichkeiten
gibt es, sich ein Meni aus Suppe, Hauptgericht und Dessert zusammenzustellen, wenn es im

Angebot zwei Suppen, drei Hauptgerichte und zwei Desserts gibt?“

Zuerst wird eine Suppe gewahlt. Fir diese gibt es zwei Moglichkeiten (n1=2). In einer zweiten
Entscheidung muss sich fur ein Hauptgericht entschieden werden, wofir drei Moglichkeiten
zur Verfligung stehen (nz = 3). Die drei Hauptgerichte kénnen je mit den zwei Suppen kombi-
niert werden, weshalb sich hierfiir bereits sechs verschiedene Moglichkeiten fiir die Zusam-
menstellung ergeben. Bei der dritten und letzten Entscheidung muss eines der zwei Desserts
gewadhlt werden (n3 = 2). Damit ein vollstdndiges Menli zusammengestellt wird, konnen diese
zwei Desserts nun mit den sechs Kombinationsmoglichkeiten aus Suppe und Hauptgericht zu
einem Meni aus drei Gangen werden. SchlieBlich ergeben sich zwolf verschiedene Maoglich-
keiten (Neubert, 2019c, S. 9).

Rechnerisch kann die Anzahl der Moglichkeiten folgendermafien ermittelt werden: ni-nz-n3
=2-3-2 =12 (Neubert, 2019c, S. 9).

Dieser Entscheidungsprozess kann auch in einem Baumdiagramm veranschaulicht werden:
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1. Entscheidung:
n,; =2 (Suppen)
2. Entscheidung:

n, =3 (Hauptgerichte)

3. Entscheidung: o
=

Abbildung 1: Baumdiagramm (in Anlehnung an Neubert, 2019c, S. 9)

Kipman (2018, S. 129) beschreibt ebenfalls eine Aufgabe zum allgemeinen Zahlprinzip, bei
welchem drei Preise an acht Langldufer vergeben werden. Ermittelt wird, wie viele Arten es
gibt, die Preise zu verteilen. Fir den ersten Platz gibt es acht Méglichkeiten, fir den zweiten
sieben und fiir den dritten sechs Moglichkeiten. Daraus lasst sich folgende Berechnung ablei-
ten: 8 - 7 - 6 = 336 Moglichkeiten

Werden die in den Beispielen beschriebenen Vorgehen fir eine beliebige Anzahl an Méglich-
keiten verallgemeinert, ergibt sich das allgemeine Zahlprinzip der Kombinatorik, welches auch

Produktregel genannt wird:

,Ein Losungsversuch werde in m Entscheidungsstufen durchgefiihrt.
Auf der ersten Stufe gebe es n1 Moglichkeiten.
Auf der zweiten Stufe gebe es n, Moglichkeiten.

Auf der dritten Stufe gebe es n3 Moglichkeiten.

Auf der m-ten Stufe gebe es n,, Moglichkeiten.

Dann betragt die Anzahl a der Moglichkeiten bei diesem Versuch insgesamt:

a=ni-nz:-n3-..nm“ (Neubert, 2019c, S. 9)

Aufgaben, welche mit dem Allgemeinen Zahlprinzip gelést werden kénnen, missen bei der
Erstellung der n-stufigen Sequenzen, die bei der Bildung der einzelnen Anordnungen entste-
hen, zwei unterschiedliche Falle beriicksichtigen. Entweder jedes n stammt aus einer anderen
Menge, wie beim zuvor beschriebenen Beispiel (Suppe, Hauptspeise, Nachspeise), oder die
Moglichkeiten der Belegung der Sequenzstellen sind gleich. Aufgaben aus dem zweiten Fall
konnen der Permutation beziehungsweise der Variation zugeordnet werden (Neubert, 2019c,
S. 10).
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Grundsatzlich kann die Produktregel fiir alle kombinatorischen Aufgaben angewendet wer-
den. Dies ist jedoch teilweise sehr zeitaufwendig. Daher gibt es Grundaufgaben der Kombina-
torik beziehungsweise kombinatorische Figuren. Diese sind besondere Auswahlsituationen,

die oft bei kombinatorischen Aufgaben und Fragen vorkommen (Neubert, 2019c, S. 10).

2.3.2 Permutation

Das Wort der Permutation leitet sich vom lateinischen Ausdruck permutare ab, welcher tber-
setzt vertauschen oder tauschen bedeutet (Schmidt, 2015, S. 50). Aus sprachlicher Sicht ist die
Permutation also eine Vertauschung. Diese Bezeichnung wird auch ihrer inhaltlichen Bedeu-
tung in Anordnungsproblemen der Kombinatorik gerecht (Sill & Kurtzmann, 2019, S. 171). Die
Permutation wird als Veranderung der Anordnung einer Menge durch ein Vertauschen der
Elemente aufgefasst (Schmidt, 2015, S. 50). Sie wird als Anordnung von Objekten verstanden
(Tittmann, 2019, S. 2), wobei die Reihenfolge wesentlich ist (Mende, 2020, S. 2).

2.3.2.1 Permutation ohne Wiederholung

,Unter Permutation ohne Wiederholung versteht man alle moglichen Anordnungen einer n-
elementigen Menge, ohne dass Elemente mehrfach vorkommen.” (Neubert, 2019c, S. 10) Die
Permutation ohne Wiederholung ermittelt alle méglichen Anordnungen einer n-elementigen
Menge beziehungsweise die Anzahl dieser (Neubert, 2019c, S. 10). Die Permutation ohne Wie-
derholung erfasst somit alle moglichen Anordnungen, die sich ergeben, wenn jedes Objekt
genau einmal vorhanden ist (Kltting & Sauer, 2011, S. 138). Hierflr sind die konkret vorlie-
genden Objekte, wie beispielweise Biicher, Farben oder Zahlen, unwesentlich (Tittmann,
2019, S. 2), die Reihenfolge ist jedoch entscheidend (Mende, 2020, S. 2).

Eine typische Fragestellung ware hierbei, wie viele Moglichkeiten es gibt, n Personen in einer
Reihe aufzustellen. Fiir zwei bis vier Personen ist es moglich, die Losung explizit aufzuschrei-
ben. Fiir eine grolRere Anzahl ist dies jedoch sehr aufwendig, weshalb eine Losungsformel aus
der Produktregel abgeleitet werden kann. Dazu wird sich an den zwei wesentlichen Fragen
dieser orientiert, ndmlich nach der Anzahl der Stufen, auf denen Entscheidungen getroffen
werden missen und nach der Anzahl der Méglichkeiten, sich auf jeder Stufe zu entscheiden.
Da auch bei der Permutation ohne Wiederholung, beispielsweise bei der Anordnung von n
Personen Uber jeden der n Platze, bestimmt werden muss, miissen diese Entscheidungen auf
n Stufen stattfinden. Bei der ersten Entscheidung stehen n1 = n Moglichkeiten zur Verfiigung.
Bei der zweiten Entscheidungsstufte gibt es no = n — 1 Mdglichkeiten, die Gbriggebliebenen n
— 1 Personen anzuordnen. Auf der dritten Stufe gibt es n3 = n — 2 Moglichkeiten. Dies kann so
weitergefiihrt werden, bis es letztlich auf der n-ten Stufe n, = n — (n — 1) Moglichkeiten gibt,

die letzte verbleibende Person anzuordnen (Neubert, 2019c, S. 10 f.).
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Wird zum Beispiel ermittelt, wie viele Moglichkeiten es gibt, sieben unterschiedlich farbige
Streifen nebeneinander aufzulegen, so gilt:a=7!=7-6-5-4-3 -2 -1 =5040. Es gibt also
5040 Moglichkeiten, die sieben unterschiedlich farbigen Streifen nebeneinander anzuordnen
(Neubert, 2019c, S. 11).

Hergeleitet von der Produktregel ist fiir die kombinatorische Figur der Permutation ohne Wie-
derholung giltig:a=n-(n—1)-(n-=2) - (n—=3) - .. - 2 -1 =n! Hierbei wird folgendermalen
definiert: 1-2 -3 - ... - (n—1) - n = n! Gesprochen wird n! als n-Fakultdt (Neubert, 2019c, S.
11). Mit der n-Fakultdt kann die Gesamtanzahl der moglichen Anordnungen einer n-elemen-

tigen Menge ermittelt werden (Tittmann, 2019, S. 3).

Ein weiteres Anwendungsbeispiel ist die kombinatorische Fragestellung nach der Anzahl der
Moglichkeiten, die es gibt, dass vier Mddchen und vier Jungen durch eine Drehtiir gehen. Dies
kanndurch8-7:-6:5-4-3:2 -1 berechnet werden (Kipman, 2018, S. 130).

Allgemein lasst sich flr die Permutation ohne Wiederholung folgendes herleiten:

,FUr n verschiedene Elemente einer Menge gibt es n! verschiedene Maoglichkeiten der An-

ordnung:

a =n!“(Neubert, 2019c, S. 11)

Die Permutation ohne Wiederholung hat fiir die Primarstufe eine besondere Bedeutung (Neu-
bert, 2019c, S. 10).

2.3.2.2 Permutation mit Wiederholung

Die Grundaufgabe der Permutation mit Wiederholung verfolgt das Ziel, alle méglichen Rei-
henfolgen einer n-elementigen Menge mit Wiederholung zu ermitteln. Mit Wiederholung ist
meint, dass ein Element mehrmals in der Anordnung vorkommen darf (Neubert, 2019c, S. 12).
Es werden also alle moglichen Kombinationen ermittelt, welche sich ergeben, wenn jedes Ob-

jekt mehrmals verwendet werden kann (Kipman, 2018, S. 131).

Ein Beispiel fur die Permutation mit Wiederholung ware, dass drei rote sowie zwei schwarze
Kugeln nebeneinander auf einer Schnur aufgefadelt werden sollen. Die kombinatorische Fra-
gestellung ist, auf welche Art die Kugeln angeordnet werden konnen und wie viele Arten es
gibt. Zunachst kénnen alle méglichen Platzierungen aufgeschrieben und abgezahlt werden.
Jedoch gibt es einen effektiveren Losungsweg fiir groRere Anzahlen. Ausgehend von der L6-
sungsformel fur die Permutation ohne Wiederholung, wird nun in diese eingearbeitet, dass

Elemente innerhalb einer Reihenfolge mehrfach vorkommen kénnen. Dazu wird eine mogli-
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che Anordnung der Permutation mit Wiederholung hergenommen und alle roten Perlen wer-
den mit r1 bis r3 durchnummeriert. Hierfiir gibt es 6 = 3! verschiedene Maoglichkeiten, dass
beispielsweise eine schwarze Kugel an der ersten und der dritten Stelle angeordnet wird. Wer-
den die drei roten Kugeln voneinander unterschieden, gibt es also 3!-mal mehr verschiedene
Anordnungen als ohne eine Differenzierung der roten Kugeln. Werden auch die schwarzen
Kugeln nummeriert, ergeben sich 2!-mal mehr Moglichkeiten wie ohne Unterscheidung. Wa-
ren also zusammengefasst alle fiinf Kugeln unterschiedlich, gdbe es 5! mogliche Anordnungen.

Dies ware die Permutation ohne Wiederholung. Da jedoch drei beziehungsweise zwei Perlen
51 5.4.3.2.1
31.21° 3.2-1-2-1

die gleiche Farbe haben, ergibt sich: a = = 10 (Neubert, 2019c, S. 12).

Eine weitere Aufgabenstellung der Permutation mit Wiederholung ist die Fragestellung, wie
viele verschiedene Wérter aus dem Wort Ananas gebildet werden kénnen. Da der Buchstabe

A dreimal vorkommt, der Buchstabe N zweimal und der Buchstabe S einmal, ergeben sich
6!
31- 211!

Moglichkeiten (Kipman, 2018, S. 131).

Tittmann (2019, S. 4) flihrt an, dass durch eine k-fache Wiederholung jedes Objekt k!-mal in
einer Liste der Permutation zu finden ist. Somit ergibt sich fir die Permutation mit Wiederho-

lung:

»Befinden sich unter n Elementen einer Menge n; gleichartige Elemente einer ersten Teil-
menge, ny gleichartige Elemente einer zweiten Teilmenge, ... nx Elemente einer k-ten Teil-
menge, wobei n1+ na+ ... + ng = n ist, so ist die Anzahl a dieser Permutation mit Wiederho-
lung:

n!
a=
n1!~ n2!~...~

- " (Neubert, 2019c, S. 12)
k.

2.3.3 Kombination

Bei Aufgaben der Kombination ist die Reihenfolge der Elemente nicht wichtig (Sill & Kurtz-
mann, 2019, S. 171; Mende, 2020, S. 1). Aus sprachlicher Sicht steht der Begriff der Kombina-
tion fir eine Verknilpfung oder fiir ein Knlipfen von Beziehungen. Daher wird der Ausdruck
oft auch allgemein fir jegliche Arten von kombinatorischen Problemstellungen verwendet
und nicht nur fir eine bestimmte kombinatorische Figur (Sill & Kurtzmann, 2019, S. 171). In
dieser Arbeit wird dennoch die Kombination in Anlehnung an Neubert (2019c) als ein eigen-

standiger Typ von kombinatorischen Problemen behandelt.
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2.3.3.1 Kombination ohne Wiederholung

Neubert (2019c, S. 13) beschreibt, dass die Kombination ohne Wiederholung eine ungeord-
nete Stichprobe umfasst, bei welcher zurlickgelegt und das Ziel verfolgt wird, die ,,Anzahl aller
moglichen m-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge” (Neubert, 2019¢, S. 13)
zu bestimmen. Die auszuwahlenden Elemente haben eine geringere Anzahl als die gegebenen
(Kipman, 2018, S. 133). Die Grundfrage lautet demnach, auf wie viele Arten m verschiedene
Elemente aus n unterschiedlichen Elementen ausgewahlt werden kénnen. Die Reihenfolge
spielt dabei keine Rolle (Mende, 2020, S. 4). Zudem konnen alle Elemente nur einmal vorkom-
men (Kipman, 2018, S. 133). Typische Aufgaben sind Lotto-Beispiele (Mende, 2020, S. 4).

Das Herleiten der Formel fiir die Anzahlbestimmung bei Aufgaben aus dem Bereich der Kom-
bination ohne Wiederholung ist laut Neubert (2019c, S. 13) etwas aufwendiger, weshalb in

dieser Arbeit auf diese nicht naher eingegangen wird. Die Formel lautet wie folgend:

,a= (") = —=—*(Neubert, 2019c, 5.13)

m/ (n—-m)! - m!

(r’;) wird als n idber m gesprochen und als sogenannter Binomialkoeffizient bezeichnet (Titt-

mann, 2019, S. 9), wobei m < n giiltig ist (Neubert, 2019c, S. 13).

Als Beispiel fir die Kombination ohne Wiederholung kann jene Aufgabe dienen, bei welcher
eine Urne funf Kugeln in verschiedenen Farben enthdlt. Die Frage ist, wie viele Arten es gibt,
zwei Kugeln auf einmal und ohne Zuriicklegen zu entnehmen. Zunachst werden die Moglich-
keiten inhaltlich Gberlegt und notiert. Hierfiir kdnnen die Farben Buchstaben von A bis E be-
kommen. Werden alle méglichen Kombinationen notiert, ergeben sich zehn Maoglichkeiten.

Dies kann auch mit der Lésungsformel fir die Kombination ohne Wiederholung ermittelt wer-

. . . . . 5!
den. Werden die Zahlen eingesetzt, ist diese wie folgt anzuwenden: a = (;’) =3

5:-4-3-2-1

=10 (Neubert, 2019c, S. 13)
3-2-1-2-1

Kipman (2018, S. 132) fiihrt als Beispiel an, dass es vier verschiedene Sorten Eis zur Auswahl

gibt, wovon zwei Sorten ausgesucht werden diirfen. Wird ermittelt, wie viele Moglichkeiten

|
es gibt, ist dies mit % moglich.

2.3.3.2 Kombination mit Wiederholung

Die Kombination mit Wiederholung ist eine kombinatorische Aufgabe, bei welcher, wie bei
der Kombination ohne Wiederholung, eine ungeordnete Stichprobe zu Grunde liegt, jedoch
mit der Moglichkeit des Zuriicklegens. Ziel ist die Anzahlbestimmung aller moglichen Anord-

nungen von m Elementen, welche mit den Elementen einer Menge n moglich sind. In der m-
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elementigen Anordnung diirfen Elemente mehrmals vorkommen. Wie diese angeordnet wer-
den, spielt aber keine Rolle (Neubert, 2019c, S. 13). Auch Mende (2020, S. 5) beschreibt, dass
die Reihenfolge keine Rolle spielt und dass Elemente mehrfach gewéhlt werden diirfen. We-
sentlich ist, dass die Anzahl der Elemente, welche ausgewahlt werden missen, kleiner ist als

jene, die gegeben sind (Kipman, 2018, S. 133).

Neubert (2019c, S. 14) fiihrt folgendes Beispiel an: ,Wie viele Steine enthalt ein Dominospiel,
bei dem es die Zahlbilder von 0 bis 6 gibt?“ Wird die Aufgabe auf ihren mathematischen Inhalt
untersucht, zeigt sich, dass alle moglichen Paare aus den Ziffern null bis sechs zu bilden sind.
Wesentlich ist, dass die Ziffern auch doppelt vorkommen kénnen und dass die Anordnung, die
Reihenfolge, dieser nicht entscheidend ist (Neubert, 2019c, S. 14). Eine Auswahl, bei welcher
die Anordnung nicht bericksichtigt wird, ist eine typische Aufgabe der Kombination (Titt-
mann, 2019, S. 12). Konkret bedeutet dies, dass immer zwei aus sieben moglichen Ziffern ge-
wahlt werden. Wird die Aufgabe zundchst inhaltlich geldst, kénnen alle méglichen Paare sys-
tematisch notiert werden. Hierbei zeigt sich, dass es sieben Dominosteine gibt, bei denen die
Ziffer null an mindestens einer Stelle steht, sechs neu dazugekommene Paare mit der Ziffer
eins und so weiter. Die Anzahl der Méglichkeiten lasst sich in diesem Beispiel mit m = 2 fir die
auszuwahlenden Elemente und n =7 fir die Auswahl der moglichen Elemente mit der Addition
7+6+5+4+3+2+1=28ermitteln (Neubert, 2019c, S. 14).

Laut Neubert (2019c, S. 14) ist diese Rechnung fiir groRere n jedoch nicht mehr realisierbar,

weshalb es ebenfalls eine Formel zur Berechnung der Kombination mit Wiederholung gibt:

,a= (""" (Neubert, 2019c, S. 14)

Fiir das zuvor beschriebene Beispiel muss die Anwendung der Formel folgendermalien ausse-

hen:

a=(*27") = (§) = 7= = 28" (Neubert, 2019, 5. 14)

2.3.4 Variation

Eine Variation wird in der Umgangssprache oft als eine Abweichung oder als eine Veranderung
betrachtet. Diese Interpretationen stehen jedoch in keinem Zusammenhang mit der Variation
im Bereich der Kombinatorik (Sill & Kurtzmann, 2019, S. 171). Bei der kombinatorischen Figur
der Variation ist die Reihenfolge der Anordnung von Elementen wesentlich. Daher handelt es

sich stets um ungeordnete Stichproben (Mende, 2020, S. 1).
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2.3.4.1 Variation ohne Wiederholung

Ziel der Variation ohne Wiederholung ist die Anzahlbestimmung ,,aller moglichen m-elemen-
tigen Anordnungen ohne Wiederholungen aus einer n-elementigen Menge“ (Neubert, 2019c,
S. 15). Die Reihenfolge der Elemente ist hierbei zu unterscheiden (Mende, 2020, S. 2). We-
sentlich ist, dass weniger Objekte ausgewahlt werden, als es gesamt gibt. Dies wird auch als k
< n bezeichnet (Kipman, 2018, S. 131).

Als Beispiel fiihrt Neubert (2019c, S. 15) ein Beispiel an, bei welcher die Anzahl der Méglich-
keiten ermittelt werden muss, zwei verschiedene Preise an sechs Kinder zu verteilen, so dass
jedes Kind maximal einen Preis bekommt. Diese Aufgabe kann zunachst mit der Produktregel
gelost werden. Bei der ersten Stufe der Entscheidung gibt es n1 = 6 Moglichkeiten, um den
ersten Preis zu vergeben. Fiir den zweiten Preis gibt es n, =5 Moglichkeiten. Aufgrund dessen,
dass nur zwei Platze vergeben werden, ist der Entscheidungsprozess hiermit abgeschlossen

und fir die Berechnung mit der Produktregel ist giiltig:a=n1-n=6-5=30

Allgemein betrachtet kann eine m-elementige Anordnung aus einer n-elementigen Menge,
welche ohne Wiederholung erfolgt, Gber einen m-stufigen Entscheidungsprozess ermittelt
werden. Wahrend es auf der ersten Stufe n Entscheidungsmoglichkeiten gibt, nehmen diese
auf jeder weiteren Stufe um eine Anzahlmaoglichkeiten ab. Auf der letzten, der m-ten Stufe,

gibt es somit n —m + 1 Moglichkeiten sich zu entscheiden (Neubert, 2019c, S. 15).

,Nach der Produktregel ergibt sich fir die Anzahlbestimmung einer Variation ohne Wieder-

holung:

a=n-(n=-1)-(n=2)...-(n=m+2)-(h-m+1)mitm<n

a=—2_“(Neubert, 2019¢, S. 15)

(n—m)!

Wird diese Formel beim beschriebenen Beispiel angewendet, so ist gliltig, dassm =2 und n =
6/ _ 6l _ 6-5-4:3:2-1
(6-2)! 4  4-3.2-1

6ist: ,a= =6-5 = 30" (Neubert, 2019c, S. 15f.)

Ein weiteres Anwendungsbeispiel der Variation ohne Wiederholung ist die Frage, wie viele
Moglichkeiten es gibt, ein rotes sowie ein schwarzes Auto auf vier Parkplatzen einzuparken.

Bei dieser Aufgabe ist die Anzahl k, die Autos, kleiner als die Anzahl n, die Parkplatze. Somit
4!
(4-2)!

ergeben sich = 12 Moglichkeiten (Kipman, 2018, S. 131).

Wesentlich ist, dass es einen Sonderfall der Variation ohne Wiederholung gibt — die Permuta-

tion. Als Unterschied zur Permutation kann sich verzeichnen lassen, dass bei der Permutation
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immer alle Elemente angeordnet werden, wahrend bei der Variation k < n Elemente zur Aus-
wahl stehen und dabei die Reihenfolge beachtet wird. Die gezogenen Elemente werden bei

der Variation ohne Wiederholung jedoch nicht zuriickgelegt (Mende, 2020, S. 2 f.).

2.3.4.2 Variation mit Wiederholung

»,Bei der Variation mit Wiederholung besteht das Ziel in der Bestimmung der Anzahl aller mog-
lichen m-elementigen Anordnungen mit Wiederholungen aus einer n-elementigen Menge“
(Neubert, 2019c, S. 16). Bei einer Variation mit Wiederholung kann jedes Element willk{rlich
oft vorkommen. Von Interesse ist immer die Reihenfolge der Elemente. So sind etwa zwei
geordneten Auswahlen, wie (a, a, b) und (a, b, a), zwei verschiedene Objekte (Tittmann, 2019,
S. 7). Es spielt also eine wesentliche Rolle, wie die Objekte angeordnet werden (Neubert,
2019c, S. 16). Mende (2020, S. 4) beschreibt die Grundfrage der Variation mit Wiederholung
als jene Frage nach der Anzahl der Anordnungen von k-Elementen, welche sich aus n-unter-
schiedlichen Elementen zusammenstellen lassen. Hierbei werden die bereits ausgewahlten
Elemente wieder zurlickgelegt, sodass Elemente mehrfach verwendet werden und die Reihen-

folge wichtig wird.

Anwendung findet die Variation mit Wiederholung etwa in einem Aufgabenbeispiel, in dem
ermittelt werden soll, auf wie viele unterschiedliche Arten drei Kastchen, die nebeneinander
liegen, in roter und griiner Farbe ausgemalt werden konnen. Die Aufgabe kann wieder zu-
nachst inhaltlich gelost werden, indem eine Notation aller méglicher Anordnungen erfolgt.
Das Beispiel ist ein dreistufiger Entscheidungsprozess, wobei auf jeder Stufe zwischen zwei
Farben entschieden werden muss. Daraus ergibt sich 2 - 2 - 2 = 8 Moglichkeiten (Neubert,
2019c, S. 16).

Zum Finden einer allgemeinen Formel wird wieder die Produktregel herangezogen. Fir die
Anzahlbestimmung einer m-elementigen Reihenfolge finden m-stufige Entscheidungen statt.
Dabei gibt es auf jeder Stufe n Moéglichkeiten der Entscheidung. Daher folgt fiir das Bestimmen
der Anzahl: a=n-n-n-..-n.Die Anzahl der Faktoren entspricht dabei m. Daher ergibt sich
die Formel a = n™(Neubert, 2019c, S. 16).

»Fur die Anzahl a der m-elementigen Anordnungen mit Wiederholungen aus einer n-ele-

mentigen Menge gilt:

a =n"“(Neubert, 2019c, S. 16)

Wird diese Formel auf das Ausgangsbeispiel angewendet, ergibt sich fir m = 3 und n = 2 fol-
gende Berechnung: a = 23 = 8 (Neubert, 2019, S. 16).
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2.3.5 Bestimmung des Aufgabentyps

Zusammenfassend ist bei der Kombination die Anzahl jener Elemente, die gewahlt werden,
kleiner als die Gesamtzahl der Elemente. Bei der Kombination ist die Reihenfolge nicht wichtig.
Das heil’t (a,b) = (b,a). Auch bei der Variation sind die auszuwahlenden Elemente weniger als
die gegebenen. Als Unterschied zur Kombination ist bei der Variation jedoch die Reihenfolge
relevant. Das bedeutet, dass (a,b) # (b,a) ist. Bei der Permutation ist die Gesamtanzahl aller

moglichen Elemente ident mit der Anzahl der gewéahlten Elemente (Kipman, 2018, S. 133 f.).

Mit den Bezeichnungen der kombinatorischen Figuren sind einerseits sprachliche Probleme
verbunden (Sill & Kurtzmann, 2019, S. 171), andererseits kdnnen auch viele Anwendungsbei-
spiele nicht eindeutig oder nur schwierig einer Grundaufgabe zugeordnet werden (Neubert,
2019c, S. 10). Daher kann es beim Finden des richtigen Aufgabentyps zu Schwierigkeiten kom-
men. Beim Bestimmen des Typs einer kombinatorischen Aufgabe kénnen folgende Fragen hel-

fen:

e Findet eine Auswahl der Objekte statt oder werden alle Objekte angewandt und nur

die Anordnung ist wichtig?
e |st die Elementanordnung wesentlich?

o Besteht die Mdglichkeit, dass die Elemente mehrfach auftreten? Ist dies der Fall, ist die
Aufgabe eine mit Wiederholung (Neubert, 2019c, S. 17 f.).

Die Abbildung anbei veranschaulicht einen Erkennungsalgorithmus, welcher beim Bestimmen

des Aufgabentyps helfen kann.

[ Werden alle Elemente angeordnet? )
NEIN l
o ( Ist die Reihenfolge wichtig? j
+ JA NEIN *
Kombination
ohne Wiederholung ohne Wiederholung ohne Wiederholung .
1
n! i (") kein Element
: (?1 = k) k tritt mehrfach auf
z. B. Spielkarten z. B. Podestplatze z. B. Lotto
mit Wiederholung mit Wiederholung mit Wiederholung |
n! ntik—1 o
TR A T nk einige Elemente
]1! O /3 gy 1 i k treten mehrfach auf
i z. B. Anagramm ; z. B. FuBball-Toto z. B. Mastermind
- _ 5 B S
(E——

Abbildung 2: Kombinatorische Abzédhlverfahren (Schmidt, 2015, S. 56)
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2.4 Resiimee

Ziel des Kapitels Kombinatorik ist es, fir die Arbeit relevante Begriffe zu erldutern sowie dar-
zulegen, was die Kombinatorik ist. Die Kombinatorik wird von diversen Autoren als Teilgebiet
der Stochastik, zu welcher auch die Wahrscheinlichkeitsrechnung und die Statistik zahlen, an-
gesehen. Auch wenn andere Autoren diese nicht als Teilbereich der Stochastik anerkennen,
steht fest, dass die Teilbereiche eng mit der Kombinatorik verknipft sind und nicht voneinan-
der getrennt werden kénnen. Die Kombinatorik ist Grundlage fiir die diskrete Wahrscheinlich-
keitsrechnung, da diese als Quotient der Anzahl der glinstigen Falle durch die Anzahl der mog-
lichen Falle ermittelt wird. Um die Anzahl der Falle berechnen zu kénnen, wird die Kombina-
torik benotigt. Die Kombinatorik als Theorie endlicher Mengen beschaftigt sich mit der Aus-
wahl und Anordnung von bestimmten Objekten, mit der Bestimmung von Anzahlen einer end-
lichen Menge. Konkret verfolgt sie zwei wesentliche Ziele — die Ermittlung der Moglichkeiten
sowie die Bestimmung der Anzahl der Moglichkeiten. Die Kombinatorik bietet ein System, die
Moglichkeiten geschickt abzuzéhlen. Da ein konkretes Zahlen bei groReren Zahlen nicht reali-
sierbar ist, gibt es diverse Berechnungsmaoglichkeiten. Grundsatzlich wird in der Kombinatorik
zwischen dem allgemeinen Zahlprinzip und den speziellen Zahlprinzipien unterschieden. Das
allgemeine Zahlprinzip impliziert die Produktregel und umfasst verschiedenen Stufen, wobei
auf jeder Stufe betrachtet wird, wie viele Entscheidungsmdglichkeiten es auf dieser gibt.
Grundsétzlich kann dieser Vorgang bei allen kombinatorischen Aufgaben angewendet wer-
den, was jedoch bei vielen Aufgaben sehr zeitaufwendig werden kann. Deshalb lassen sich
spezielle Zahlprinzipien — die Permutation, die Kombination und die Variation — ableiten. Bei
der Permutation entspricht die Gesamtzahl der moéglichen Elemente genau der Anzahl der
ausgewahlten Elemente, wahrend bei der Kombination die ausgewahlten Elemente kleiner
sind als jene der Gesamtanzahl. Zudem ist bei der Kombination die Reihenfolge der Elemente
wesentlich. Bei der Variation ist ebenfalls die Anzahl der ausgewahlten Elemente geringer als
die Gesamtzahl, die Reihenfolge der Elemente ist jedoch irrelevant. Bei allen drei kombinato-
rischen Figuren wird weiters unterschieden, ob diese mit oder ohne Wiederholung zur Anwen-
dung kommen. Bei einem speziellen Zahlprinzip mit Wiederholung treten Elemente mehrfach
auf, ohne Wiederholung nur einmalig. Die speziellen Zahlprinzipien bringen einerseits sprach-
liche Probleme mit sich, andererseits konnen Aufgaben oft nur schwer einem Prinzip zugeord-
net werden. Nach der Zusammenfassung der wesentlichen theoretischen Grundlagen der
Kombinatorik wird im folgenden Kapitel der Fokus auf die Kombinatorik in der Primarstufe

gelegt.
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3 Kombinatorik in der Primarstufe

In diesem Kapitel wird die Kombinatorik in der Primarstufe thematisiert. Zunachst wird dazu
auf den osterreichischen Lehrplan der Volksschule eingegangen, ehe die Forschungslage zur
Kombinatorik in der Grundschule ndher erldutert wird. Des Weiteren wird das Potential der
Kombinatorik fur Kinder im Primarschulalter thematisiert. Zudem werden methodisch-didak-
tische Uberlegungen angestellt und die Entwicklung kombinatorischen Kénnens wird anhand

verschiedener Modelle vorgestellt. Letztlich werden auch Herausforderungen thematisiert.

3.1 Lehrplan

Mit Beginn des Schuljahres 2023/2024 trat in Osterreich der neue Lehrplan 2023 fiir die Volk-
schule in Kraft, welcher mit der ersten Klasse und Vorschulstufe beginnend nach oben auf-
steigt. Bis die neuen Lehrplane in allen weiteren Schulstufen wirksam werden, sind noch die
alten Lehrplane giltig (BMBWF, o. J.). Daher werden anbei die Inhalte beider Lehrpléne in Be-

zug auf die Kombinatorik in der Primarstufe naher erlautert.

3.1.1 Lehrplan der Volksschule 1986

Im alten Lehrplan der Volksschule, welcher noch auslaufend giiltig ist, ist die Kombinatorik
kein vorgesehenes Themengebiet (Wolf, 2018). Die Kombinatorik wurde in der Primarstufe

bisher noch nicht thematisiert.

3.1.2 Lehrplan der Volksschule 2023

Im neuen Lehrplan der Vorschule wird in der Bildungs- und Lehraufgabe des Unterrichtsge-
genstands der mathematischen Friiherziehung angefiihrt, dass die Schiler*innen an kombi-
natorische Denkweisen herangefiihrt werden sollen (BMBWF, 2023, S. 28).

In der ersten und zweiten Schulstufe wird die Kombinatorik im neuen 6sterreichischen Lehr-
plan nicht erwdhnt. Fir die dritte Schulstufe sieht dieser im Kompetenzbereich Zahlen und
Daten vor, dass die Schiilerinnen und Schiiler ,,einfache kombinatorische Abzahlaufgaben dar-
stellen und 16sen” kénnen (BMBWF, 2023, S. 75). ,,Einfache kombinatorische Abzédhlaufgaben
(zB Wie viele zweigdngige Menis kdnnen aus 2 moglichen Vorspeisen und 3 moglichen Haupt-
speisen zusammengestellt werden?), werden durch Probieren erkundet, zunehmend syste-
matisch dargestellt und gelost” (BMBWF, 2023, S. 74).
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3.2 Forschungen in der Primarstufe

Im folgenden Kapitel werden Forschungen aus dem Bereich der Kombinatorik in der Primar-

stufe naher erlautert.

3.2.1 Kombinatorik in der (Grund) Schule (Kipman, 2015)

Kipman (2015, S. 58 ff.) beschreibt eine Studie, in welcher anhand von drei unterschiedlichen
Aufgabentypen zur Kombinatorik, die Problemldsefdahigkeiten in Abhangigkeit von der Schul-
stufe, dem sozialen Hintergrund, dem Geschlecht sowie dem Interesse und den Fahigkeiten in
Mathematik untersucht werden. Die Untersuchungen zielen darauf ab, aufzuzeigen, welche
Strategien Schiler*innen in den unterschiedlichen Schulstufen beim Losen von Kombinato-
rikaufgaben anwenden und ab welchem Alter es gelingt, Transferleistungen zu erbringen so-
wie korrekte Losungen fiir bestimmte Typen von Aufgaben zu finden. Zudem wird auch ana-
lysiert, welche angewendeten Strategien zu einer Losung flihren. Gewahlt werden Aufgaben-
stellungen zu den Themenbereichen des Kombinierens, der Variation und der Permutation.
Die drei verschiedenen Typen bediirfen unterschiedlicher logischer Voraussetzungen, damit
sie gelost werden kdénnen. In einigen Fallen miissen auch Transferleistungen erbracht werden.
Weiters werden Hintergrundvariablen der Schiiler*innen erhoben. Erfragt werden das Ge-
schlecht, die Schulstufe und der soziale Hintergrund, welcher iber die Anzahl der Blicher im
Haushalt erfasst wird. Zusatzlich werden die mathematischen Fahigkeiten und das mathema-
tische Interesse anhand eines fiinfstufigen Lehrerurteils sowie die Freude an Mathematik
durch die Selbsteinschatzung der Lernenden erhoben. Insgesamt nehmen an der Studie 654
Schiler*innen zwischen finf und 17 Jahren, von der Vorschule bis zur zwolften Schulstufe,
teil. Diese werden in Einzelsettings und mit verschiedenen Materialien — mit Eis, Autos, Park-

platzen und Plastiktieren — spielerisch untersucht (Kipman, 2015, S. 60 ff.).

Die Ergebnisse zeigen, dass Schiiller*innen, die unstrukturiert und unsystematisch vorgehen,
an komplexeren Aufgaben scheitern, wéhrend Lernende, die bereits bei einfacheren Aufgaben
Strategien entwickeln, schwierigere Aufgaben wahrscheinlicher I6sen kénnen. Gewisse Stra-
tegien, wie das Schieben oder Teilen der Materialien, helfen den Schiiler*inne bei wenigen
Moglichkeiten, bei komplexeren Aufgaben jedoch nicht mehr. Weiters zeigen die Ergebnisse,
dass die Strategien nicht vom Geschlecht und kaum vom sozialen Hintergrund abhangen. Ein
wichtiger Einflussfaktor ist jedoch die Schulstufe. Je dlter die Schiler*innen sind, desto bes-
sere Strategien werden verwendet und umso ofter konnen Transferleistungen erbracht wer-
den. Auffallig ist auch, dass oft einfache Lésungswege nicht gesehen werden oder bereits Be-

kanntes bei weiterflihrenden Aufgaben wieder umgestellt wird.
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Die Ergebnisse dieser Studie werden von Kipman (2018, S. 65 ff.) auch mit jenen einer Papier-
Bleistift-Testung mit 617 beteiligten Schiler*innen verglichen. Hierbei zeigt sich, dass die Lo6-
sungshaufigkeit bei jener Studie, bei der Materialien verwendet wurden, fast neunmal héher
ist als bei der Papier-Bleistift-Testung. Dies belegt, dass das Lésen von Aufgaben im Bereich
der Kombinatorik mit Materialien zu einer deutlich hheren Losungsrate fihrt. Beim Problem-
|6sen ist wesentlich, anschaulich und mit einfachen Beispielen zu arbeiten, damit Lernende
Strategien fiir komplexere Aufgaben entwickeln kénnen. Materialien bieten die Moglichkeit,
den Schiiler*innen Strategien zu zeigen, gemeinsam zu reflektieren und die Problemlésekom-

petenz auf einer haptischen und spielerischen Basis zu erweitern.

3.2.2 Einflussfaktoren auf die Leistungen in Kombinatorik (Kipman, 2018)

Kipman (2018, S. 139 ff.) beschreibt auch eine Untersuchung, in welcher die Einflussfaktoren
auf die Leistungen in der Kombinatorik untersucht werden. Erforscht wurden der Einfluss der
Klassenstufe verglichen mit dem Alter der Lernenden und der Unterschied zwischen der Pri-
marstufe und der Sekundarstufe. Es erfolgte eine spezielle Untersuchung, welche Auswirkun-
gen die Personlichkeitsmerkmale, das Alter, das Geschlecht und die Schulstufe auf die Leis-
tungen in der Kombinatorik haben. Insgesamt wurde die Studie mit 704 Schiler*innen der
Primarstufe sowie 198 Schiiler*innen der Sekundarstufe eins aus Osterreich, Deutschland und
Ungarn durchgefiihrt. Erhobene Daten beziehen sich auf die Leistungen im Kombinatorikbe-
reich, die Fahigkeiten in der Mathematik, den sozialen Hintergrund, das Interesse an der Ma-
thematik, die Schulstufe, das Geschlecht, die Mathematiknote, das Alter sowie auf kognitive
Fahigkeiten. Zur Erhebung der Kombinatorikfahigkeiten wurden Aufgaben aus den Bereichen
des allgemeinen Zahlprinzips, der Permutation, der Kombination und des synthetischen Prob-

lemldsens ausgewabhlt.

Bei genauerer Betrachtung der Ergebnisse zeigt sich, dass in der Primarstufe die Schulstufe,
die mathematischen Fahigkeiten und das mathematische Interesse einen signifikanten Ein-
fluss auf die Leistungen in der Kombinatorik haben — das Geschlecht, der sozio6konomische
Status sowie die Mathematiknote jedoch nicht. Weiters wird aufgezeigt, dass die Leistungen
im Bereich der Kombinatorik in der Primarstufe mit dem Alter beziehungsweise mit der Schul-
stufe steigen. In der Sekundarstufe eins hat nur das mathematische Interesse einen signifikan-
ten Einfluss auf die Kombinatorikleistungen, gefolgt von den kognitiven Fahigkeiten. Die Er-
gebnisse passen zu den Erkenntnissen der Kognitionspsychologie, welche davon ausgeht, dass
Lernende erst ab einem Alter von zwdlf Jahren vollstandig abstrakt denken kénnen. Weiters
zeigt die Studie, dass in der Primarstufe die Beschulung zu einer Leistungssteigerung in der
Kombinatorik fihrt und nicht das Alter der Schiiler*innen (Kipman, 2018, S. 141 ff.).



3 Kombinatorik in der Primarstufe 34

3.2.3 Kombinatorikaufgaben in der dritten Grundschulklasse (Herzog et al., 2017)

Herzog et al. (2017, S. 270 f.) untersuchen, wie Schiiler*innen der Primarstufe kombinatori-
sche Aufgaben I6sen, welche Darstellungsformen sie verwenden, auf welchem Abstraktions-
grad sie arbeiten und welche Strategien zu erkennen sind. Die Studie wurde mit 548 Schi-
ler*innen der dritten Schulstufe, welche alle keine Erfahrungen mit Kombinatorikaufgaben
hatten, durchgefiihrt. Die Lernenden bearbeiteten sechs kombinatorische Aufgaben in einem

Gruppentest.

Die Ergebnisse zeigen, dass Schiiler*innen der dritten Schulstufe deutliche Schwierigkeiten
haben, kombinatorische Aufgaben zu l6sen. Im Durchschnitt kénnen die Lernenden nur ein
Viertel der Aufgaben |6sen, keine einzelne Aufgabenstellung konnte von mehr als 50% der
Teilnehmer*innen bewiltigt werden und von einem Drittel wird keine addquate Lésung ange-
geben. Werden die Darstellungsformen betrachtet, zeigt sich, dass hauptsachlich bildliche und
typografische Formen verwendet werden, wahrend organisierte Formen nur in einem be-
grenzten AusmaR vorkommen. Mit den Darstellungen stellen die Lernenden hauptséachlich die
inhaltlichen Elemente der Aufgabenstellung dar. Viele Schiiler*innen wahlen mal eine typo-
grafische und mal eine bildliche Darstellungsform, was in Abhangigkeit vom Aufgabeninhalt
liegen dirfte. Es lasst sich also verzeichnen, dass der Inhalt der Aufgabe einen Einfluss auf die
Art und Weise der Bearbeitung hat. Bezogen auf den Abstraktionsgrad zeigen die Auswertun-
gen, dass die Lernenden hauptsachlich konkrete Darstellungen verwenden. Fiir sie sind die
Elemente der moglichen Kombinationen sowie Variationen wesentlicher als die Struktur der
Aufgabe. Kombinatorische Aufgaben werden von den Lernenden hauptsachlich analog zur
Sachsituation dargestellt. Weiters benutzt ein Grof3teil der Schiller*innen keine Makrostrate-
gien. Dies weist darauf hin, dass strukturierende Strategien nicht ohne eine entsprechende

Instruktion verwendet werden (Herzog et al., 2017, S. 276 ff.).

Die Ergebnisse der Studie betonen die Notwendigkeit der Kombinatorik in der Primarstufe.
Die Schiiler*innen ohne Erfahrungen im Bereich der Kombinatorik haben deutliche Schwierig-
keiten beim Lésen der Aufgaben. Zudem zeigt sich auch beim Verwenden von abstrakten Dar-
stellungen ein deutlicher Lernbedarf. Der Abstraktionsgrad muss fokussiert werden, denn die-
ser ermoglicht, dass sich die Lernenden auf den eigentlichen Prozess der Lésung konzentrieren
kénnen. Die Wahl von passenden organisierten Darstellungen sowie Makrostrategien erweist
sich als wesentlicher Faktor fir die Bearbeitung von kombinatorischen Aufgaben. Jedoch sind
hierbei nur Darstellungen und Strategien hilfreich, wenn diese zur Aufgabe passen. Daher
mussen bei der Vermittlung dieser auch die Vorteile sowie Nachteile thematisiert werden.
Dies zeigt, dass Kombinatorikaufgaben in der Grundschule einen flexiblen Zugang brauchen
(Breiter et al., 2009, S. 286 f.).
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3.2.4 Verbesserung der Kombinatorikleistung (Kipman, 2018)

Kipman (2018, S. 170) beschreibt eine Studie, welche die Verbesserungen der Kombinatorik-
leistungen untersucht. Berlicksichtigt werden dabei die Interventionen eines Arbeitsblatt-Un-
terrichts sowie jene eines handlungsorientierten Unterrichts. Hierflir wurden Klassen in drei
Gruppen unterteilt — eine erste Gruppe mit handlungsorientierter Férderung, eine Gruppe mit
Forderung durch Arbeitsblatter und eine dritte Kontrollgruppe. Alle drei Gruppen waren hin-
sichtlich der Verteilung der Geschlechter, des Alters, dem sozialen Hintergrund, der Mathe-

matiknote, den Fahigkeiten und dem Interesse an Mathematik ident.

Die Analysen zeigen, dass jegliche Beschaftigungen mit kombinatorischen Problemstellungen
zu Leistungsverbesserungen fiihren. Am effektivsten ist dabei jedoch ein handlungsorientier-
ter Unterricht. Weiters wird aufgedeckt, dass Buben sowie Kinder mit hoheren Fahigkeiten
von einem handlungsorientierten Unterricht mehr profitieren als Madchen und Schiler*innen
mit geringeren Fahigkeiten. Weiters wirkt sich ein grofles Interesse positiv auf die Verbesse-

rung der Leistungen aus (Kipman, 2018, S. 177).

3.2.5 Kombinatorik und Problemlésen (Kipman, 2018)

Laut Kipman (2018, S. 127 f.) sind erfahrungsgemaR gute Kombinatoriker*innen auch gute
Problemldser*innen, was sich bereits jahrelang an der Padagogischen Hochschule in Salzburg
zeigt. Werden die Priifungsnoten einer Kombinatorikprifung mit den Problemlosekompeten-
zen, welche durch Gesprachsprotokolle ausgewertet werden, sowie mit den Haufigkeiten der
Losungen bei klassischen Problemléseaufgaben und bei Mehrzugaufgaben korreliert, ergibt
sich ein Zusammenhang. Zudem zeigt sich beim Betrachten der PISA-Aufgaben aus dem Be-
reich des Problemldsens, dass fir diese oftmals Kombinatorikaufgaben verwendet werden.
Weiters wurde erkundet, dass jene Heuristiken, die flir das Losen von Problemaufgaben rele-
vant sind, auch in der Kombinatorik eine Rolle spielen. Auch bei Kindern und Jugendlichen
besteht ein positiv signifikanter Zusammenhang zwischen Kombinatorikaufgaben und syste-
matischen Problemléseaufgaben. AuRerdem gibt es einen direkten Zusammenhang zwischen
den Leistungen im Bereich der Kombinatorik und der Wahrscheinlichkeitsrechnung. , Nach-
dem Probleml&sen eine Kette von ,guinstigen Entscheidungen’ ist und giinstige Entscheidun-
gen oft dann getroffen werden, wenn es eine realistische Einschatzung der Wahrscheinlichkeit
des Eintreffens/Nichteintreffens eines bestimmten Ereignisses gibt, ist ein Zusammenhang

Kombinatorik — Problemlésekompetenz plausibel.” (Kipman, 2018, S. 128)
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3.2.6 Von den Schiilern gewahlten Strategien fiir die Lésung der Problemaufgaben
in der Kombinatorik (Lace, 2008)

Lace (2008) stellt in ihrer Untersuchung fest, welche Strategien Schiiler*innen unterschiedli-
cher Altersgruppen zum Lésen von Problemaufgaben wahlen. Fir die Forschung wurden Ler-
nende ausgewahlt, die nach dem lettischen Schulsystem in den Allgemeinkenntnissen sowie
in Mathematik ein optimales Niveau haben. Insgesamt nahmen an der Studie 16 Kinder der
sechsten Schulstufe, zwolf Schiiler*innen der siebten Schulstufe und 16 Lernende der neunten
Schulstufe teil, wobei alle keine Vorkenntnisse beim L6sen von Kombinatorikaufgaben hatten.
Die Ergebnisse wurden einerseits durch eine Videoanalyse und andererseits durch Riickmel-
dungen der Lernenden Uber ihre Vorgehensweise beim Lésen gewonnen. Die Schiiler*innen
mussten herausfinden, wie viele unterschiedliche zweistellige Zahlen aus vorgegebenen Zif-
fern gebildet werden kdnnen. Hierbei gab es flinf verschiedene Aufgaben, bei denen jeweils
eine zunehmende Anzahl an Ziffern vorgegeben war: Bei der ersten Aufgabe zwei, bei der
zweiten drei, und bei der flinften Aufgabe schlieflich sechs Ziffern. Die Untersuchungsteilneh-

mer*innen durften individuell und zeitlich unbegrenzt arbeiten.

Die Ergebnisse zeigen, dass viele Untersuchungsteilnehmer*innen davon ausgegangen sind,
dass alle Ziffern in der Zahl unterschiedlich sein mussen. Hierbei wurde von der Untersu-
chungsleitenden eingegriffen. Trotzdem waren diese Zahlen eine Ausnahme und wurden zu-
letzt genannt. Weiters wird aufgezeigt, dass zundchst viele Lernende alle Zahlen aufgeschrie-
ben haben, wobei etwa 20% erkannt haben, dass es bei den grofReren Zahlen einen giinstige-
ren Losungsweg geben muss. Sechs Teilnehmer*innen haben zunachst nach einem solchen
gesucht, letztlich aber alle Moglichkeiten aufgeschrieben, wahrend vier Schiiler*innen keine
Zahlen angegeben und eine Anzahl an Kombinationen erfunden haben. Diese konnten ihre
Losungsmethode nicht begriinden und fihrten lediglich an, dass sie davon tiberzeugt sind,

dass ihre Losung korrekt ist (Lace, 2008).

Werden die Losungsstrategien genauer betrachtet, zeigt sich, dass nur acht Schiler*innen der
sechsten und siebenten Schulstufe die Zahlen nacheinander aufgeschrieben haben und sieben
Teilnehmer*innen die Zahlen der Reihe nach notiert, jedoch die Zahlen bestehend aus den
gleichen Ziffern erst am Ende erganzt haben. Weitere neun Lernende konnten immer die L6-
sung von der vorherigen Aufgabe heranziehen und die neuen Moéglichkeiten ergdanzen. Wah-
renddessen gab es groRBe Unterschiede bei den Losungsstrategien in der neunten Schulstufe.
Verwendet wurden hierbei dhnliche Losungsansatze wie bei den jingeren Kindern sowie all-
gemeine Strategien, welche im Kopf oder schriftlich gerechnet wurden. Alle haben sich be-
muht, allgemeine Lésungen zu finden. Wenn ihnen dies nicht gelang, haben viele gar nicht

probiert, alle einzelnen Zahlen aufzuschreiben (Lace, 2008).
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Zusammengefasst zeigt diese Untersuchung, dass es sinnvoll ist, die Kombinatorik in den ver-
schiedenen Schulstufen in den Unterricht zu integrieren. Die im Verhaltnis schlechteren Er-
gebnisse der dlteren Schiiler*innen lassen sich darauf zurtickfihren, dass sich diese keine Lo-
sungsstrategien fiir kombinatorische Aufgaben angeeignet haben und das Lésen durch Versu-
chen fir sie keine Option mehr ist. Werden kombinatorische Aufgaben bereits friher im Ma-
thematikunterricht thematisiert, haben Schiiler*innen die Mdglichkeit, Strategien zu entwi-

ckeln, da in diesem Alter Experimentieren vollkommen natdrlich ist (Lace, 2008).

3.3 Potential der Kombinatorik

Flr eine Thematisierung von kombinatorischen Aufgaben im Grundschulalter gibt es vielfal-
tige Argumente (Neubert, 20193, S. 22). Eine Forderung im Bereich der Kombinatorik bringt
viele Vorziige mit sich (Schipper et al., 20214, S. 258) und eréffnet diverse Lernchancen (Schip-

per, 2023, S. 280). Auf diese wird anbei ndher eingegangen.

3.3.1 Grundlagenvermittiung

Schiiler*innen sollen in der Primarstufe grundlegende Kompetenzen zum systematischen Zah-
len erwerben, auf welchen in der Sekundarstufe aufgebaut wird (Bichter & Henn, 2007, S.
265). Besonders im Unterrichtsfach der Mathematik wird in der Primarstufe eine Basis fir
strukturiertes und systematisches Denken aufgebaut (Blichter & Padberg, 2019, S. 5). Zusatz-
lich geht von Aufgaben im Bereich der Kombinatorik eine hohe intrinsische Motivation aus.
Wird spielerisch und experimentell vorgegangen, wird die Freude beim Lernen von Techniken
des geistigen Arbeitens gefordert (Neubert, 20193, S. 22).

3.3.2 Bezug zur Lebenswelt

Bereits vor der Thematisierung der Kombinatorik im Unterricht, bringen Schiler*innen we-
sentliche Kompetenzen bezogen auf das Losen von kombinatorischen Anzahlbestimmungen
mit. AuRerhalb der Schule werden Kinder bereits frith mit kombinatorischen Uberlegungen
und Phanomenen konfrontiert, weshalb diese zu ihrer Erfahrungswelt gehoren (Neubert,
20193, S. 20 ff.). Die Frage nach dem Gewand, dass heute angezogen wird oder die Entschei-
dung, welche Eissorten ausgewdhlt werden, sind typische Problemaufgaben der Kombinato-
rik, die Schiiler*innen in ihrem Alltag begegnen (Eichhorn, 2024, S. 5). Auf der anderen Seite
helfen kombinatorische Aufgaben die Umwelt der Lernenden zu erschlieBen. Wesentlich ist,
dass ein vollstéandiges Verstandnis flir die Kombinatorik Zeit braucht. Daher soll friihzeitig mit
der Thematisierung begonnen werden, um Fehlauffassungen besser entgegenwirken zu kdn-
nen (Neubert, 20193, S. 22).
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3.3.3 Anfangsunterricht

Bereits im Anfangsunterricht bieten kombinatorische Aufgaben ein grof3es Potential (Neubert,
20194, S. 20). Das Bestimmen von Anzahlen ist wesentlich und wird mit Operations-, Zahlen-
und Mengenvorstellungen, bezogen auf Fertigkeiten im Bereich des Zahlens, auf die Erfassung
von Mengen sowie auf Rechenoperationen und -strategien, verbunden. Aus didaktischer Sicht
werden nicht-zdhlende Maoglichkeiten fur die Anzahlbestimmung fokussiert (Herzog et al.,
2017, S. 264). Rechnerische Anforderungen stiitzen sich somit auf systematischem Zahlen und
sind Uberschaubar, da in der Regel nur kleine Anzahlen verwendet werden (Schipper et al.,
20214, S. 258). Zudem werden zum Lésen von kombinatorischen Fragestellungen ausschliel3-
lich Rechnungen mit natirlichen Zahlen bendétigt (Neubert, 2024, S. 89).

3.3.4 Differenzierung

Weiters bieten kombinatorische Aufgaben viele Moglichkeiten zur Differenzierung (Neubert,
2024, S. 90). In heterogenen Klassen ist es moglich, gleiche kombinatorische Probleme auf
einem unterschiedlichen Niveau zu thematisieren, bearbeiten und |6sen (Schipper et al.,
20214, S. 258). Dabei kdnnen alle Lernenden Wesentliches zur Lésung beitragen, auch wenn
nur eine potentielle Moglichkeit gefunden wird (Schipper, 2023, S. 281). In diesem Zusam-
menhang kénnen kombinatorische Aufgaben dazu dienen, Schiler*innen zu vermitteln, dass
es verschiedene Interpretationen von Mathematikaufgaben gibt (Neubert, 20193, S. 22). Auf

das Potential der Differenzierung wird im Kapitel 3.4.3 noch ndher eingegangen.

3.3.5 Losungsprozess

Vorteil der Kombinatorik in der Primarstufe ist auch, dass die Schiiler*innen keine Losungsal-
gorithmen fiir kombinatorische Aufgaben haben. Dies kommt vor allem jenen Kindern zugute,
die gerne knobeln und probieren (Schipper, 2023, S. 280 f.), denn auch von Lehrkraften be-
kommen die Lernenden keine fertigen Losungsroutinen vermittelt. Durch selbststéandiges Pro-
bieren missen Losungswege gefunden werden. Bei dieser Vorgehensweise erweitert sich die
Erkenntnis, dass Mathematik nicht nur richtiges Ausrechnen, sondern das Finden von Losungs-
wegen bedeutet (Schipper et al., 20214, S. 258). Bei kombinatorischen Aufgaben geht es somit
nicht primar um korrekte oder falsche Losungen, sondern um den Prozess des Losens ohne
abzurufende Losungsroutinen. Mit der Zeit kann sich ein systematisches Vorgehen entwickeln
(Schipper et al., 20194, S. 291). Ein geschicktes Zdhlen, bei welchem eine Struktur sowie eine
Systematik verwendet werden, ist ein wesentliches Ziel von Kombinatorikaufgaben in der
Grundschule (Schipper et al., 2019b, S. 318).
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Kombinatorikaufgaben kdnnen nur begrenzt prozedural und schematisch gelost werden (Her-
zog et al., 2017, S. 266). Die Entwicklung des kombinatorischen Denkens ist vom Alter der
Lernenden abhangig. Erst mit elf Jahren konnen Kinder systematisch alle moglichen Kombina-
tionen erfassen. Zuvor sind die Strategien der Schiler*innen haufig noch instabil, wechselnd
oder zum Teil aufgabenbezogen. Daher benétigen vor allem jlingere Lernende konkretes Ma-
terial, welches ihnen beim Lésen von kombinatorischen Aufgaben hilft. Dadurch wird ein
strukturiertes Herangehen ermoglicht (Neubert, 20194, S. 20). Eichhorn (2024, S. 5) gibt an,
dass Schiler*innen der Primarstufe noch nicht mit Formeln oder Fachausdriicken arbeiten
sollten. Wesentlich ist laut Krauthausen (2018, S. 168), dass der Stand der Entwickelung des
Denkens, die Vorerfahrungen, ein kind- sowie fachgerechter Zugang zur Thematik und realis-
tische Unterrichtsziele beachtet werden. Schipper et. al (20213, S. 258) schreiben, dass die
Schiiler*innen im Bereich der Kombinatorik voneinander lernen kénnen. Die Lernenden ver-
gleichen Lésungen miteinander und tauschen Argumente aus, wodurch ihnen ein systemati-

sches Vorgehen sowie dessen Nutzlichkeit vermittelt wird.

3.3.6 Mathematische Kompetenzen

Weiters kdnnen Kombinatorikaufgaben beim Erreichen von Zielen in anderen mathemati-
schen Teilgebieten helfen sowie einen wesentlichen Beitrag zur Entwicklung von allgemeinen
mathematischen Kompetenzen leisten (Neubert, 20193, S. 22). Prozessbezogene! Kompeten-
zen, wie das Problemldsen, Kommunizieren, Argumentieren, Modellieren von Sachproblemen
sowie das Darstellen mit konkreten Materialien, Zeichnungen oder Symbolen werden gefor-
dert (Schipper, 2023, S. 281). Wird der Fokus weniger auf die Anzahl der Moglichkeiten und
mehr auf den Losungsweg gelegt, so riicken das Problemldsen, das Darstellen und das Argu-
mentieren mehr in den Vordergrund. Ziel ist hier kein Anwenden von Algorithmen oder Sche-
mata, sondern ein Entwickeln von systematischen Ansdtzen und Strategien, mit welchen L6-
sungen gefunden werden kdnnen. Neben einer schllssigen Erklarung, weshalb alle Méglich-
keiten gefunden wurden, gehért auch eine passende Darstellung der Losung dazu. Aus diesem
Grund kénnen die Kompetenzen des Darstellens sowie des Begriindens auch mit der Kombi-
natorik gelibt werden (Herzog et al., 2017, S. 266). Auf diesen Aspekt wird im Kapitel vier noch

naher eingegangen.

Zusammenfassend ist das Ziel von kombinatorischen Grundsituationen ein geschicktes Abzah-
len (Eichhorn, 2024, S. 5). Im Vordergrund steht dabei der Lésungsprozess (Eichhorn, 2024, S.
5; Schipper et al., 20214, S. 258), bei welchem handelnd oder zeichnend verschiedene Mog-
lichkeiten erkundet werden. Gefordert und geférdert werden hierbei prozessbezogene! Kom-
petenzen. ,Ziel ist es, ausgehend vom ersten noch sehr unsystematischen Finden einzelner

Losungen die Kinder allmahlich hinzufiihren zu systematischen Vorgehensweisen, die es ihnen
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erlauben, alle Losungen zu finden” (Schipper, 2023, S. 281). Gleiche Strukturen sollen erkannt

und in verschiedenen Kontexten angewendet werden (Schipper et al., 2021b, S. 300).

3.4 Methodisch-Didaktische Uberlegungen

Im folgenden Unterkapitel werden methodisch-didaktische Uberlegungen im Bereich der
Kombinatorik der Primarstufe dargelegt. Hierflir werden die Arbeit mit Material, das Differen-

zierungspotential, Losungsstrategien sowie Darstellungsformen naher erlautert.

3.4.1 E-I-S-Prinzip

,Die kombinatorischen Beispiele und Aufgaben konnen auf drei Stufen, dem sogenannten E-
I-S-Prinzip erschlossen werden.” (Kipman, 2018, S. 136) Dieses geht auf den amerikanischen
Psychologen Jerome Bruner zurlick, welcher es zur UmwelterschlieBung eines Menschen be-
schreibt, weshalb es auch fiir das Lernen in der Schule wesentlich ist. Beim Lernen sollen In-

halte auf moglichst allen Ebenen geboten werden (Ulm, 2010, S. 9).

Beim E-I-S-Prinzip steht das E fiir die enaktive Ebene, auf welcher Aufgaben durch ein konkre-
tes Handeln mit diversen Gegenstdanden erschlossen werden sollen. Die zweite Ebene wird als
ikonische Ebene bezeichnet und wird durch das | reprasentiert. Auf dieser werden Aufgaben
mithilfe von Bildern und Grafiken gel6st. Weiters steht das S fir die dritte Ebene, die symbo-
lische Ebene, bei welcher Schiller*innen Beispiele mithilfe von Zahlen erschlieRen (Kipman,
2018, S. 136). Die Abbildung anbei veranschaulicht das E-I-S-Prinzip.

Darstellungsebenen nach J. Bruner

Sachverhalte werden durch Handlungen mit konk-

SIS reten Objekten erfasst.

Sachverhalte werden durch Bilder und Grafiken

ikonische Ebene
erfasst.

Sachverhalte werden durch Symbole (z. B. verbal

SYRECEsheRens oder durch mathematische Zeichen) erfasst.

Abbildung 3: Darstellungsebenen nach J. Bruner (Ulm, 2010, S. 9)

Konkret bedeutet das E-I-S-Prinzip, dass Schiiler*innen beim Losen von kombinatorischen Auf-
gaben zundchst mit verschiedenen Objekten experimentieren und anschlieBend die gefunde-
nen Moglichkeiten zeichnerisch festhalten. Erst dann wird der Aufgabe eine Rechnung zuge-
ordnet (Kipman, 2015, S. 136).
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Wesentlich ist in der Primarstufe die Integration der ikonischen und der enaktiven Ebene. Kon-
kretes Probieren und Verschieben von Materialien ist effektiv, damit spater die Thematik auf
einer symbolischen Ebene erschlossen werden kann (Bettner & Dinges, 2018, S. 4). Damit
kombinatorische Aufgaben inhaltlich besser verstanden werden, ist es sinnvoll, kombinatori-
sche Aufgaben im Sinne eines Spiralprinzips bereits im Anfangsunterricht oder vor dem Schul-
beginn aufzugreifen (Neubert, 2019c, S. 22).

3.4.2 Arbeit mit Material

Neubert (2019b, S. 46) fiuhrt an, dass das Einsetzen von Materialien das Finden von Méglich-
keiten unterstitzt. Auch Kipman (2015, S. 66) betont, dass Lernende mit Materialien eine
deutlich héhere Losungsrate bei Kombinatorikaufgaben aufweisen. Gerade im Primarschulal-
ter bietet es sich an, den konkret dinglichen und spielerischen Ansatz weiter zu vertiefen und
verschiedene Materialien und Aufgaben anzubieten (Kipman, 2018, S. 167). Mit den bereitge-
stellten Objekten sollen Schiiler*innen probieren kombinatorische Aufgaben zu l6sen. Zu-
nachst wird kein systematisches Vorgehen erwartet. Ist die Anzahl der Mdéglichkeiten grofRer
als sechs, zeigt sich, dass Schiler*innen durch ein unsystematisches Herumprobieren kaum
alle Moglichkeiten finden oder Losungsmaoglichkeiten doppelt zahlen. Dies wird aufgegriffen,
um ein systematisches Vorgehen zu vermitteln (Sill & Kurtzmann, 2019, S. 188). Empirische
Untersuchungen mit Schiiler*innen von dritten Schulstufen ohne Erfahrungen im Bereich der
Kombinatorik zeigen, dass Lernende viele unterschiedliche Ideen zum Ermitteln von L6sungs-
moglichkeiten entwickeln (Herzog et. al, 2017, S. 276 ff.). Weiters kdnnen Schwierigkeiten
beim Finden aller Moglichkeiten sowie beim Entwickeln von systematischen Strategien aus-
findig gemacht werden. Daher soll nach dem Probieren relativ bald zum systematischen Pro-

bieren Gbergeleitet werden (Sill & Kurtzmann, 2019, S. 189).

Durch die Arbeit mit Materialien konnen bereits friih Heuristiken fiir das Lésen von Problemen
entwickelt werden. Die Lernenden erwerben spielerisch Kompetenzen im Probleml&sen. Die
Kombinatorik bietet vor allem fiir Schiler*innen in der Grundschule verschiedene und vielfal-
tige Zugangsmoglichkeiten. Fiir leistungsstarkere Kinder eréffnen die Aufgaben eine Heraus-
forderung und leistungsschwachere Lernende konnen Aufgaben auf ihrer Niveaustufe bewal-
tigen. Aullerdem bietet das Experimentieren mit Materialien die Méglichkeit, die Mathematik
sowie die Kombinatorik zu erforschen. Es entsteht ein experimenteller Unterricht. Da Kombi-
natorikaufgaben vielfach gleiche formale Strukturen haben, entstehen dennoch gewisse all-
gemeine Muster, wodurch Lernende auch Erfahrungen bei allgemein typischen Arbeitsweisen
sammeln (Kipman, 2018, S. 136).
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Beim Einsatz von Materialien wird unterschieden, ob genug Material vorhanden ist, so dass
damit alle Méglichkeiten auf einmal dargestellt werden kénnen oder ob hierfiir nicht genug
Objekte zur Verfigung stehen, so dass nach dem Finden einer Moglichkeit diese notiert wer-
den muss, bevor das Material zum Darstellen einer anderen genutzt wird (Neubert, 2019b, S.
46). Sofern nicht genug Materialien vorhanden sind, konnen als Alternative zwar Ersatzobjekte
verwendet werden, fiir einige Schiler*innen kann dies jedoch ein wesentlicher Unterschied
zur realen Sachsituation sein, was zu Problemen und Missverstandnissen fuhrt (Sill & Kurtz-
mann, 2019, S. 188).

3.4.3 Differenzierung

Da kombinatorische Aufgaben verschiedene Lésungsmaoglichkeiten zulassen, haben sie einen
sehr offenen Charakter (Sill & Kurtzmann, 2019, S. 171). Durch offene Aufgaben kann indivi-
dualisiert und differenziert werden. Kombinatorische Aufgaben brauchen im Unterricht ein
differenziertes Arbeiten (Neubert, 2019b, S. 54). Anbei werden einige Aspekte der Differen-

zierungsmoglichkeiten bei kombinatorischen Aufgaben angefiihrt.

3.4.3.1 Aufgabenstellungen

Zunachst konnen Schiler*innen durch Aufgabenvariationen verschieden gefordert werden.
Grundsatzlich geht es in der Kombinatorik immer darum, zu ermitteln, welche Maoglichkeiten
es gibt, Elemente einer Menge nach bestimmten Kriterien anzuordnen und wie viele Méglich-
keiten es hierfiir insgesamt gibt. Hierbei konnen die Auftrdge an die Schiler*innen bereits
differenziert sein. Zunachst kdnnen Lernende aufgefordert werden, nur einige Moglichkeiten
zu finden und erst spater wird die Gesamtanzahl ermittelt (Neubert, 2019b, S. 54 f.). Auch fir
altersgemischte Klassen konnen kombinatorische Aufgaben gut differenziert werden (Kipman,
2018, S. 137). Wahrend beispielsweise Kinder einer zweiten Schulstufe alle Losungen finden
sollen, kénnen Schiiler*innen der vierten Schulstufe Aufgaben bereits verallgemeinern oder
eine hohere Anzahl an Moglichkeiten ermitteln (Klunter & Raudies, 2010, S. 32). Sofern bereits
einige Beispiele intensiv auf der enaktiven und der ikonischen Ebene gelést wurden, kbnnen
sich leistungsstarkere Schiiler*innen von diesen zwei Ebenen I6sen und Probleme auf der sys-
tematischen Ebene erforschen. Hierflir braucht es Aufgaben mit groBeren Zahlen, welche
kaum handelnd oder zeichnend gel6st werden kdnnen (Ulm, 2010, S. 9). Weiters kann der
Zahlenraum bei kombinatorischen Aufgaben relativ einfach vergroert, aber auch verkleinert
werden. Daher bietet die Kombinatorik vielfaltige Moglichkeiten fiir eine individuelle Forde-
rung, fir die Arbeit im inklusiven Unterricht, aber auch fir besonders begabte Schiiler*innen
(Herzog et al., 2017, S. 266).
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Neubert (2019b, S. 55) gibt an, dass kombinatorische Aufgaben Schiiler*innen Freude berei-
ten und zudem alle Lernenden den Eindruck haben, dass sie selbst etwas leisten kdnnen. We-
sentlich ist, dass die Leistungsunterschiede der Schiler*innen nicht so sehr hervortreten wie
bei Rechenaufgaben, bei welchen zumeist ein richtiges Ergebnis als Indikator fiir den Lerner-
folg dient. In einzelnen Fallen |asst sich beobachten, dass Lernende, welche bei Arithmetikauf-
gaben einen erhohten Forderbedarf aufweisen, bei Losen von Kombinatorikaufgaben keine

Schwierigkeiten haben.

3.4.3.2 Lésungswege

Viele kombinatorische Aufgaben bieten unterschiedliche Losungswege an. Die Moglichkeit
des Ermittelns von Losungen findet auf verschiedenen Reprasentationsebenen statt. Es wird
deutlich, dass Schiler*innen, unabhdngig von ihren Vorkenntnissen, diverse Losungswege
verwenden, sofern ihnen dies gestattet wird (Neubert, 2019b, S. 55). Den Lernenden kann
freigestellt werden, ob sie eine kombinatorische Aufgabe allein oder mit einem Partner |16sen
wollen und ob sie die Aufgabe auf einer enaktiven Ebene mit Materialien oder mit einer an-
deren Darstellungsform ermitteln moéchten. Auch die Darstellungsformen kénnen selbst ge-
wahlt werden (Klunter & Raudies, 2010, S. 32).

Lernende denken auf unterschiedliche Weisen —vielfaltige Vorgehensweisen helfen, alle Mog-
lichkeiten ausfindig zu machen. Diese zeigen verschiedene Richtungen des Denkens in der
Strukturierung der Moglichkeiten auf. Aus diesem Grund ist wesentlich, dass die Schiiler*in-
nen eigene Wege zum Denken in Mdglichkeiten finden, um ihre individuelle Entwicklung zu
unterstitzen (Huhmann, 2020, S. 7).

3.4.3.3 Interpretationen

Kombinatorische Beispiele bieten die Moglichkeit, Schiiler*innen zu vermitteln, dass Aufga-
ben der Mathematik unterschiedlich interpretiert werden kénnen (Neubert, 2019b, S. 55).
Dies verdeutlicht Neubert (2019b, S. 55 f.) anhand eines Beispiels, bei welchem sich ein Kind
taglich nach der Schule ein Eis, bestehend aus drei Kugeln, kauft. Zur Auswahl gibt es vier ver-
schiedene Sorten. Der Bub mdchte taglich eine andere Eistiite essen. Die Frage ist, wie viele
unterschiedliche Tiiten sich der Bub zusammenstellen kann. Abhangig von den Gewohnheiten
beim Essen von Eis, gibt es bei dieser Aufgabe vier Moglichkeiten, diese zu interpretieren. Die
Interpretationsmoglichkeiten basieren auf unterschiedlichen kombinatorischen Figuren. Zu-
nachst kann die Aufgabe so aufgefasst werden, dass alle Kugeln immer von verschiedenen
Sorten sind und die Reihenfolge unwichtig ist. Hierbei handelt es sich um eine Kombination
ohne Wiederholung. Die zweite Interpretationsmoglichkeit bedenkt, dass Kugeln der gleichen

Eissorte in der Eistiite sein konnen. Die Reihenfolge ist hier wieder nicht entscheidend. Diese
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Aufgabe liegt der kombinatorischen Figur der Kombination mit Wiederholung zugrunde. Bei
der dritten Moglichkeit, die Aufgabe zu interpretieren, sind alle Kugeln von unterschiedlichen
Eissorten und die Reihenfolge der Anordnung spielt eine Rolle. Dies ist eine Aufgabe aus dem
Bereich der Variation ohne Wiederholung. Als vierte Interpretationsmoglichkeit wird mitbe-
dacht, dass Kugeln einer gleichen Eissorte in der Eistiite sein konnen und dass die Reihenfolge
der Eiskugeln wesentlich ist. Diese Aufgabe lasst sich der kombinatorischen Figur der Variation

mit Wiederholung zuordnen.

Neubert (2019b, S. 56) beschreibt, dass bei einer Untersuchung in der vierten sowie in der
zweiten Schulstufe alle vier Interpretationsmaoglichkeiten beobachtet werden konnten. Wich-
tig ist, dass die Aufgaben trotz verschiedenen Interpretationsmdoglichkeiten dennoch nicht

rechnerisch, sondern durch systematisches Probieren gelést werden.

3.4.3.4 Zusatzaufgaben

Als weitere Differenzierungsmoglichkeit ldsst sich verzeichnen, dass Kombinatorikbeispiele als
zusatzliche Aufgaben in anderen stofflichen Gebieten des Mathematikunterrichts genutzt
werden kénnen. Aufgrund eines individuellen, vielfiltigen Ubungsbedarfes von Schiiler*innen
wird oft versucht, Aufgaben zu finden, welche neue Herausforderungen durch weitere Inhalte
bieten, die sich aber dennoch mit dem Ausgangsthema beschaftigen. Hierfiir knnen kombi-
natorische Aufgaben gut genutzt werden. Dies unterstitzt die Auffassung, dass die Kombina-
torik in der Primarstufe kein eigenstandiges Stoffgebiet ist, sondern sich durch den gesamten
Mathematikunterricht ziehen soll. So konnen etwa auch leistungsstarke Schiiler*innen beson-
ders gefordert werden (Neubert, 2019b, S. 56).

Neubert (2019b, S. 56 f.) verdeutlicht diese Form der Differenzierung durch ein Beispiel zum
schriftlichen Rechnen. Eine hiufige Ubungsvariante ist hierbei, dass Schiiler*innen einen Wiir-
fel mehrmals werfen, anschlieBend aus den Zahlen zwei dreistellige Zahlen bilden und die Dif-
ferenz dieser ermitteln. So entstehen viele verschiedene Ubungsaufgaben. Aufgrund des un-
terschiedlichen Ubungsbedarfs sowie des Arbeitstempos miissen sinnvolle Zusatzaufgaben
gefunden werden. Hier kann als kombinatorische Aufgabe die Frage nach der Anzahl der Auf-
gaben, die gebildet werden konnen, eingesetzt werden. Einige Schiiler*innen sind dadurch
angeregt, so viele Aufgaben wie moglich herauszufinden, ohne dabei an die Gesamtheit der
Moglichkeiten zu denken. Andere Kinder hingegen werden sich auf die Suche nach der Ge-
samtanzahl machen. Durch Zusatzbedingungen wird eine Erh6hung der Vielfalt méglich. So
kann etwa festgelegt werden, dass der Minuend immer aus den ersten drei gewurfelten Zah-

len bestehen muss.
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3.4.4 Losungsstrategien

Schiler*innen entwickeln erst zwischen acht und neun Jahren systematische Ansatze fir
Probleme der Kombinatorik (Herzog et al., 2017, S. 270). Auch wenn die Kombinatorik der
Primarstufe oft dem Bereich der Daten, Haufigkeiten und Wahrscheinlichkeiten zugeordnet
wird, spielt diese dort kaum eine wesentliche Rolle, da Anzahlen zumeist durch ein Abzahlen
bestimmt und daher kombinatorische Strategien selten notwendig werden (Neubert, 2019b,
S. 21). Wesentlich ist, dass jene Formeln, die im Kapitel 2.3 vorgestellt werden, keineswegs
von Grundschiler*innen verstanden werden kénnen und daher in der Volksschule auch keine
Rolle spielen (Schipper et al., 2019b, S. 317).

Losungsprozesse von Schiiler*innen der Primarstufe bei kombinatorischen Aufgaben konnen
unter verschiedenen Aspekten beleuchtet werden. So werden die verwendeten Strategien
und Darstellungsmoglichkeiten betrachtet, welche oftmals in enger Verbindung zueinander
stehen (Neubert, 2019b, S. 46). Anbei werden verschiedene Losungsstrategien dargestellt,

ehe im Kapitel 3.5. auf diverse Darstellungsformen eingegangen wird.

3.4.4.1 Systematische Abzdihlstrategie

Die systematische Abzahlstrategie wird auch als ,reguldre Strategie” (Kipman, 2018, S. 153)
bezeichnet. Bei dieser Strategie wird die Losung durch ein systematisches Abzdhlen eruiert.
Hierzu wird das erste Element gehalten, wahrend die anderen Elemente systematisch rotiert
werden. Wird etwa eine Kombinationsaufgabe, welche dem Typ zwei aus vier zugeordnet wer-
den kann, betrachtet, konnten die sechs Mdglichkeiten folgend systematisch abgezahlt wor-

den sein: eins-zwei, eins-drei, eins-vier, zwei-drei, zwei-vier, drei-vier (Kipman, 2018, S. 153).

3.4.4.2 Schieben

Bei der Strategie des Schiebens wird immer das letzte Element gehalten und in der nachsten
Moglichkeit als erstes Element angeordnet. Eine kombinatorische Aufgabe vom Typ 2 aus 4
wirde daher folgendermaRen gelost werden: eins-zwei, zwei-drei, drei-vier, ... (Kipman, 2018,
S. 153 f.).

3.4.4.3 Teilen

Beim Teilen wird die Menge in unterschiedliche Untermengen aufgeteilt. Eine 2 aus 4 Aufgabe
wirde demnach so ermittelt werden: eins-zwei, drei-vier, eins-vier, zwei-drei (Kipman, 2018,
S. 154).
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3.4.4.4 Fixplatzstrategie

Bei der Fixplatzstrategie wird ein Element konstant gehalten und die anderen Elemente wer-
den vertauscht. Wird diese Strategie beispielsweise bei einer Aufgabe aus dem Bereich der
Permutation mit drei Elementen verwendet, sieht die Anwendung der Strategie folgenderma-
Ren aus: eins-zwei-drei, eins-drei-zwei, zwei-eins-drei, zwei-drei-eins, drei-eins-zwei, drei-
zwei-eins (Kipman, 2015, S. 154).

3.4.4.5 Raten

Es ist moglich, dass Personen ohne die Verwendung von Materialien eine Anzahl an Méglich-
keiten angeben und diese auf Nachfrage auch nicht erldutern kénnen. Es kann kein Rechen-
weg oder Denkweg angegeben werden. Es wird versucht, die Losung durch Zufall richtig zu
erraten (Kipman, 2018, S. 154).

3.4.4.6 Rechnen

Die Anzahl der Moglichkeiten kann durch einen gezielten Rechenweg ermittelt werden (Kip-
man, 2018, S. 154).

3.4.4.7 Spontan

Der Ausdruck spontan meint, dass eine Losung, nachdem die Aufgabe gehort oder gelesen
wurde, spontan geduRert wird. Die Losung wird nicht rechnerisch ermittelt, sondern basiert
oftmals auf Weltwissen. Im Rahmen eines 2-aus-4-Kombinationstasks zeigt sich beispielhaft,
dass die Anzahl der moglichen Kombinationen bekannt sein kann, weil etwa auch beim Fuf3ball
aus vier Mannschaften sechs mogliche Paarungen, die gegeneinander spielen, gebildet wer-
den kénnen (Kipman, 2018, S. 154).

3.4.4.8 Transfer

Bei der Strategie des Transfers erfolgt eine Transferleistung, eine Schlussfolgerung. Es kann
beispielsweise die Losung von einer Aufgabe aus dem Bereich der Kombination bekannt sein,

welche auf eine gleichlautende Variation Gbertragen wird (Kipman, 2018, S. 154).

3.4.4.9 Drehen

Bei der Strategie des Drehens werden die Elemente umgedreht. Bei einer Variationsaufgabe
kann die Losung etwa so aussehen: eins-zwei, zwei-eins, eins-drei, drei-eins, ... Bei einer Per-
mutationsaufgabe werden die Elemente bei dieser Strategie nach vorne und nach hinten ge-
stellt. Die Losung kann folgendermalien aussehen: eins-zwei-drei, zwei-drei-eins, drei-eins-
zwei, ... (Kipman, 2018, S. 154).
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Laut Kipman (2018, S. 154) sind die regulare Strategie, das Rechnen, die Fixplatzstrategie, die

Weltwissensstrategie und jegliche Transferleistungen am glinstigsten.

3.4.5 Darstellungsformen

Losungsprozesse von Schiler*innen kénnen auch unter dem Aspekt der Darstellungsformen
betrachtet werden (Neubert, 2019b, S. 46). Im Kontext der Kombinatorik miissen im Bereich
Darstellen Reprdsentationsmoglichkeiten entwickelt werden, welche das kombinatorische
Problem so darlegen, dass alle potenziellen Variationen oder Kombinationen aufgedeckt wer-
den koénnen. Die Darstellung des Losungsprozesses bietet Riickschliisse auf das Verstandnis
sowie auf die Vorstellungen der Lernenden. Wesentlich ist hierbei, welche Merkmale bezie-
hungsweise Informationen in welchem Kontext als wichtig und welche als irrelevant wahrge-
nommen werden. Zu unterscheiden ist zwischen Darstellungsformen, welche in der Aufgaben-
stellung selbst enthalten sind und zwischen Darstellungen, die von Lernenden zur Darlegung
des Losungsweges illustriert werden (Herzog et al., 2017, S. 266 f.). Eine eindeutige Antwort
auf die Frage, welche Darstellungsform sich fir Schiiler*innen der Primarstufe am besten eig-
net, gibt es nicht (Neubert, 2019b, S. 47). Daher werden anbei verschiedene Darstellungsfor-

men aus dem Bereich der Kombinatorik ndher erlautert.

3.4.5.1 Baumdiagramm

Baumdiagramme werden zur Erarbeitung von verschiedenen Kombinationen genutzt. Ein we-
sentliches Merkmal ist die verzweigte Struktur, anhand welcher die Problemstellung dargelegt
werden kann (Herzog et al., 2017, S. 273). Baumdiagramme werden zur Visualisierung des
Losungsprozesses und zur Darstellung der Losung verwendet. Jedes Stockwerk des Diagram-
mes entspricht hierbei einer Entscheidungsstufe (Hoveler, 2014, S. 17). Somit zahlt das Baum-
diagramm als Hilfsmittel fir ein systematisches Vorgehen (Sill & Kurtzmann, 2019, S. 199). Die
Abbildung veranschaulicht den Entscheidungsprozess des Zusammenstellens eines Zuges (Sill
& Kurtzmann, 2019, S. 201).

oy o4 griine Lok

Z'ff" 4y 1ok Yonr  gusine . Tehipgen Uliggem Uigpen obor Preimir
A Ulaggen, L2897 Waggon  Waggon e e

Abbildung 4: Baumdiagramm (Sill & Kurtzmann, 2019, S. 201)
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3.4.5.2 Netzdarstellung

In der Netzdarstellung werden die anzuordnenden beziehungsweise auszuwahlenden Ele-
mente relativ frei verteilt angeordnet. Die Kombinationen dieser Elemente werden durch Ver-
bindungslinien visualisiert, wodurch sich ein Netzwerk zwischen den Elementen ergibt (Herzog
et al., 2017, S. 273).

3.4.5.3 Tabelle

Auch durch Tabellen kdnnen Elemente in eine Beziehung zueinander gesetzt werden. Wesent-
lich sind eine eindeutige Trennung in Zeilen und Spalten sowie die Nutzung von Tabellenlinien,
anhand welchen Zellen eindeutig voneinander getrennt werden. Wichtig ist bei tabellarischen
Darstellungen auch, dass diese nicht nur eine blofSe Auflistungsform, sondern eine Steuerung
des Losungsprozesses sind (Herzog et al., 2017, S. 273). Die Tabelle anbei veranschaulicht alle
Moglichkeiten, dass beim Wiirfeln von drei Wiirfeln die Augenzahl elf oder zwolf auftritt (Neu-
bert, 2019c, S. 8).

Augensumme 11 Augensumme 12
6-4-1 6 6-5-1 6
6—-3-2 6 6—-4-2 6
5-5-1 3 6—-3-3 3
5-4-2 6 5-4-3 6
5-3-3 3 5-5-2 3
4-4-3 3 4-4-4 1

>

Tabelle 1: tabellarische Darstellung (in Anlehnung an Neubert, 2019c, S. 8)

3.4.5.4 Bilder

Kombinatorische Problemstellungen kdnnen auch durch Bilder dargestellt werden. Hierbei
werden die Elemente entweder als Anordnung oder als Auswahl anhand von Bildern abgebil-
det, um die moglichen Kombinationen aufzuzeigen (Herzog et al., 2017, S. 273). Die Abbildung
anbei veranschaulicht eine bildliche Darstellung auf der ikonischen Ebene. Das Madchen ver-
wendete Symbole zur Unterstiitzung ihres Losungsprozesses bei der Aufgabe, alle Méglichkei-

ten eines Drei-Gédnge-Meniis ausfindig zu machen (Neubert, 2019b, S. 48).

Abbildung 5: bildliche Darstellung (Neubert, 2019b, S. 48)



3 Kombinatorik in der Primarstufe 49

3.4.5.5 Zifferndarstellung

Zifferndarstellungen umfassen alle Darstellungsformen, bei welchen Einzelemente durch Zif-
fern abgeldst werden (Herzog et al., 2017, S. 273). Anbei wird veranschaulicht, wie eine Zif-
ferndarstellung aussehen kann, wenn versucht wird, alle moéglichen vierstelligen Zahlen aus
den Ziffern eins, zwei, drei und vier zu bilden und dabei jede Zahl nur einmal verwendet wer-
den darf (Neubert, 2019b, S. 49).

1234 | 2134 | 3124 | 4123
1243 | 2143 | 3142 | 4132
1324 | 2314 | 3214 | 4213
1342 | 2341 | 3241 | 4231
1423 | 2413 | 3412 | 4312
1432 | 2431 | 3421 | 4321

Abbildung 6: Zifferndarstellung (in Anlehnung an Neubert, 2019b, S. 50)

3.4.5.6 Typografie

Bei typografischen Darstellungen werden Worte und Buchstaben verwendet, um Elemente zu
codieren, so dass diese zur Auswahl und Anordnung von kombinatorischen Problemstellungen
verwendet werden konnen (Herzog et al., 2017, S. 273). Eine typografische Darstellung kann
etwa bei einem Turm-Beispiel verwendet werden, bei welchem verschiedene Tiirme aus
blauen, roten, gelben und weiRen Bausteinen gebaut werden sollen und nach der Anzahl der
Moglichkeiten der Tlirme gefragt wird. Fur die Darstellung kénnen die Anfangsbuchstaben der
Farben verwendet werden (Neubert, 2019b, S. 50). Dies zeigt die Abbildung anbei:

brgw | rbgw | gbrw | wbrg
brwg | rbwg | gbwr | wbgr
bgrw | rgbw | grbw | wrbg
bgwr | rgwb | grwb | wrgb
bwrg | rwbg | gwbr | wgbr
bwgr | rwgb | gwrb | wgrb

Abbildung 7: typografische Darstellung (in Anlehnung an Neubert, 2019b, S. 50)

3.5 Entwicklung kombinatorischen Kénnens

Im folgenden Kapitel wird vorgestellt, wie die Kombinatorik im Unterricht umgesetzt werden
kann. Grundgedanke ist hierbei, dass die Schiiler*innen nach der Vorstellung der Aufgabe
durch konkretes Handeln selbststandig Losungen sowie unterschiedliche Maoglichkeiten fin-
den und diese vergleichen kdnnen (Neubert, 2019b, S. 50). Es empfiehlt sich in allen Jahr-

gangsstufen eine methodische Progression (Eichhorn, 2024, S. 5), welche bereits im Kapitel



3 Kombinatorik in der Primarstufe 50

3.4.1. anhand des E-I-S-Prinzips thematisiert wurde. Es werden verschiedene Modelle von un-

terschiedlichen Autoren vorgestellt, wie sich das kombinatorische Konnen entwickeln kann.

3.5.1 Zwei Phasen nach Sill und Kurtzmann (2019)

3.5.1.1 Erste Phase

In einer ersten Phase sollen kombinatorische Aufgaben durch Probieren sowie systematisches
Probieren gelost werden. Vor der Einfihrung der Multiplikation kénnen kombinatorische Auf-
gaben weder Uber das Kreuzprodukt noch mithilfe der Produktregel ermittelt werden. Eine
Arbeit mit Baumdiagrammen ware zwar moglich, ist jedoch eng mit dem Kreuzprodukt und
der Produktregel verbunden, weshalb es nicht giinstig ist. Das Losen von kombinatorischen
Aufgaben soll in der ersten Phase daher dadurch gekennzeichnet sein, dass nicht nach der
Anzahl der Moglichkeiten gefragt wird, sondern danach, welche Moglichkeiten es gibt. Ziel ist
nicht, dass alle Moglichkeiten gefunden werden, sondern dass Schiiler*innen einige angeben
kénnen. Die Suche nach allen Méglichkeiten kann hierbei eine Differenzierung sein. Weiters
sollen alle gefundenen Kombinationen durch die Schiler*innen gegenstandlich dargestellt
werden, so dass alle Mdéglichkeiten gleichzeitig zu sehen sind. Reale Objekte, welche im Un-
terricht verwendet werden kdonnen, sind etwa Bausteine, Perlen oder Stoffstreifen. Als Ersatz-
objekte kdnnen jedoch auch Zetteln zum Einsatz kommen. Fiir alle Schiiler*innen sollten ge-
nug Objekte vorhanden sein. AnschlieRend wird auf der ikonischen Ebene, zeichnerisch oder
symbolisch, gearbeitet. Hierbei konnen auch Buchstaben einzelne Dinge oder Farben darstel-
len. Dies ist weniger aufwendig, da die Moglichkeiten durch Zeichnen oder Einfarben von ent-
sprechenden Objekten hergestellt werden. Arbeitsbldatter mit vorgezeichneten Objekten oder
Figuren sind eine grof3e Erleichterung beim Finden der Losungen. Damit Arbeitsblatter jedoch
erfolgreich ausgefiillt werden kénnen, ist das Arbeiten auf der enaktiven sowie auf der ikoni-
schen Ebene essenziell. Wesentlich ist in der ersten Phase, dass die Aufgaben nur durch Pro-
bieren oder ein systematisches Probieren gelést werden. Zudem werden nur Aufgaben ge-
wahlt, bei denen maximal zwolf Moglichkeiten vorhanden sind. An diese Obergrenze sollen

nur anspruchsvolle Aufgaben herankommen (Sill & Kurtzmann, 2019, S. 186 ff.).

3.5.1.2 Zweite Phase

In der zweiten Phase sollen kombinatorische Aufgaben mit weiteren Methoden gel6st wer-
den. Diese beginnt erst nach der Einfihrung der Multiplikation. Zunachst werden Beispiele mit
dem Kreuzprodukt, dem kombinatorischen Aspekt der Multiplikation, geldst. In einem zwei-
ten Schritt kann das Baumdiagramm eingefiihrt werden, um Moglichkeiten darzustellen, ehe
in einem weiteren Schritt dann die Produktregel der Kombinatorik thematisiert wird. Wesent-

lich ist in der zweiten Phase, dass nur alle Méglichkeiten dargestellt werden, wenn die Anzahl
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der Moglichkeiten nicht groBer als 16 ist. Zunehmend wird nicht das Finden der Moglichkeiten,
sondern die Anzahl dieser fokussiert. Die Moglichkeiten sollen hauptsachlich ikonisch oder
symbolisch dargestellt werden. Weiters sollen die Aufgaben so gewahlt werden, dass die Rei-

henfolge der ausgewahlten Objekte wesentlich ist (Sill & Kurtzmann, 2019, S. 187).

3.5.2 Fiinf Schritte nach Breiter et. al (2009)

Breiter et al. (2009, S. 53 f.) beschreiben fiinf Schritte der Entwicklung von kombinatorischem
Kénnen. Zunachst wird auf eine gemeinsame Erarbeitungsphase verwiesen, welche in einem
Halbkreis vor der Tafel stattfinden kann, wo den Schiler*innen mit konkretem Material die
Aufgabe nahergebracht wird. Im Anschluss folgen finf Schritte. In einem ersten Schritt sollen
die Kinder fir die zuvor gestellte Aufgabe selbststandig eine Frage finden und durch eigen-
standiges Nachdenken das Problem verinnerlichen. Wesentlich ist, dass die Lernenden zu die-
sem Zeitpunkt noch kein Arbeitsblatt ausgehdandigt bekommen. In einem zweiten Schritt wer-
den anschlieBend in Einzelarbeit Moglichkeiten gefunden, Skizzen angefertigt und zeichneri-
sche Losungen gesucht. Idealerweise sind die Schiiler*innen bereits mit dem Anfertigen von
Skizzen vertraut, so dass dieser Schritt wenig abbildhafte oder zeitaufwendige Losungsskizzen
beinhaltet. In einem dritten Schritt findet ein Austausch statt, in welchem die Tischnach-
bar*innen sich gegenseitig ihre Losungen erklaren und begriinden. Im Anschluss werden in
einem vierten Schritt die Losungswege vorgestellt, indem sich die Schiiler*innen wieder in
einem Sitzkreis versammeln und ihre zahlreichen Losungen darlegen. Ziel des dritten und vier-
ten Schrittes sind die Erweiterung der kindlichen Perspektiven beim Lésen von Kombinato-
rikaufgaben sowie die Schulung der sprachlichen Ausdrucksfahigkeit. Als flinften und letzten
Schritt werden die Ergebnisse gepriift, indem die Anzahl der Moglichkeiten mit dem Material

vom Einstieg an der Tafel bildlich festgehalten wird.

3.5.3 Fiinf-Phasenmodell nach Schipper et al. (2021)

Auch Schipper et al. (2021, S. 258 ff.) beschreiben ein ,,Flinf-Phasenmodell als Unterrichtsprin-
zip“, anhand welchem die Erarbeitung von kombinatorischen Aufgaben erfolgen kann. Diese
flinf Phasen werden anbei anhand eines Beispiels, welches Schiiler*innen einer zweiten Schul-
stufe in Partnerarbeit I0sten, beschrieben. Aufgabe war, dass die Lernenden aus einem Um-
schlag, in welchem sich sechs Miinzen — je zwei 50-Centmiinzen, 20-Centmiinzen und zehn
Centmiinzen —befinden, jeweils drei Miinzen herausziehen miissen. Die Lernenden sollen her-
ausfinden, welche Geldbetrage sie mit welchen Miinzen ziehen kénnen, wobei alle Moglich-
keiten gefunden werden sollen. In einer ersten Phase wird konkret gehandelt und die Losun-

gen werden notiert (Schipper et al., 202143, S. 258 f.). Bei der Erklarung der Aufgabe bekom-
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men die Schiler*innen bereits die Moglichkeit, die bevorzugten Zusammenstellungen anzu-
geben. AnschlieBend versuchen sie alle Moglichkeiten mit Material zu finden (Schipper et al.,
2021b, S. 301). Beim beschriebenen Beispiel lieR sich beobachten, dass die Schiiler*innen zu-
nachst die Mdéglichkeiten konkret handelnd aus dem Umschlag zogen und dann aufschrieben
oder aufmalten. Da jedoch zu viele Moglichkeiten doppelt gezogen wurden, l6sten die Kinder
im Weiteren ohne das Spielgeld und malten oder schrieben die Losungen nur auf (Schipper et
al., 2021a, S. 258 f.).

In einem zweiten Schritt werden die Losungen vorgestellt, beschrieben und verglichen. Hier-
bei gibt es die Moglichkeit, dass Protokollant*innen die unterschiedlichen Kombinationen no-
tieren (Schipper et al., 2021b, S. 301). Im beschriebenen Beispiel berichtet eine Schiiler*in-
nengruppe, dass sie sich die Arbeit aufgeteilt hatten, dabei jedoch die doppelten Losungen
nicht berticksichtigten, weshalb diese zum Schluss wieder gestrichen werden mussten. Ein an-
deres Schiiler*innenpaar erklarte, dass sie nur Betrage, ohne Miinzen, notierten. Abschlie-
Rend verglich die Lerngruppe die zwei vorkommenden Losungsvarianten, das Aufmalen des
Geldes sowie das Notieren der Betrage, und kam zum Entschluss, dass beide Darstellungsfor-
men schlecht abbilden, ob alle Méglichkeiten gefunden wurden (Schipper et al., 20213, S. 258
f.).

In der dritten Phase werden die Losungen geordnet dargestellt. Aufgrund der Erkenntnis im
zweiten Schritt, mussten die Lernenden nun ihre Darstellungsform so wahlen, dass alle Mog-
lichkeiten auf einen Blick sichtbar werden. Wahrend dieses Prozesses konnten Kommentare
von Schiler*innen gehort werden, welche anschlieend in der GroRgruppe vorgestellt wur-
den, damit alle Lernenden davon profitieren und Ubliche Darstellungsformen kennenlernen
konnten. In dieser Phase kann bewiesen werden, dass Schiler*innen einer zweiten Schulstufe
bereits Uiber systematische Vorgehensweisen reflektieren und ihre Erkenntnisse begriinden
kénnen (Schipper et al., 2021a, S. 259 f.). In dieser Phase kann auch eine Strategiekonferenz
stattfinden, in welcher die Schiiler*innen ihre Ergebnisse vergleichen. In dieser Konferenz wird
den Fragen nachgegangen, ob alle Gruppen alle Moglichkeiten gefunden haben und wie viele
es sind, ob Lésungen doppelt vorgekommen sind, welche unterschiedlichen Darstellungsfor-
men verwendet werden und ob die Kombinationen auch anders dargestellt werden kénnen
(Schipper et al., 2021b, S. 301).

Als vierten Schritt wird die Aufgabenstellung variiert. Die Schiler*innen sollen gleiche oder
unterschiedliche Strukturen in Kombinatorikaufgaben erkennen. Verandert werden kann die
Anzahl, der Kontext oder der Aufgabentyp (Schipper et al., 2021b, S. 302 f.). Dadurch wird eine
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weitere Reflexionsebene eroffnet. Die Lernenden denken iber Konsequenzen der verander-
ten Aufgabenstellung nach. Durch das Begriinden wird der Weg flir Transferleistungen sowie

fiir Verallgemeinerungen geebnet (Schipper et al., 2021b, S. 302 f.).

Zuletzt, in einer flinften Phase, wird reflektiert und verallgemeinert. Alle Lésungsméglichkei-
ten werden nochmals sichtbar gemacht, um einerseits die Leistungen der Schiiler*innen her-
vorzuheben und andererseits als Art Beweisfliihrung. Zudem erfahren die Lernenden noch-
mals, wie die Lésungen geordnet und tbersichtlich dargestellt werden konnen. All jene Phasen
in diesem Modell, die nach dem konkreten Handeln folgen, sind wesentliche Stufen auf einem

Weg zum Erlernen einer systematischen Vorgehensweise (Schipper et al., 2021b, S. 303).

3.5.4 Drei Schritte nach Eichhorn (2024)

Eichhorn (2024, S. 5 f.) gibt drei Schritte fur die methodische Progression bei der Arbeit mit
dem Themenfeld der Kombinatorik an. In einem ersten Schritt soll eine kombinatorische Fra-
gestellung eingefiihrt werden und die Kinder duflern zunachst Vermutungen (iber die Anzahl
der Moglichkeiten. Die Schiiler*innen bekommen die Chance, sich spielerisch mit der Frage-
stellung auseinanderzusetzen sowie unterschiedliche Problemhandlungen zu erkunden. Lege-
material hilft beim handelnden Vorgehen. Ikonische Darstellungsmoglichkeiten, wie etwa Ar-
beitsblatter, helfen, um gefundene Kombinationen schriftlich festzuhalten. In einem zweiten
Schritt werden gefundene Moglichkeiten sowie Vorgehensweisen im Plenum besprochen. An-
ordnungen der Moglichkeiten werden verglichen und gemeinsam sortiert, so dass die Lernen-
den erfahren, welche Losungen fehlen oder welche doppelt vorhanden sind. Als dritten Schritt
werden verschiedene Darstellungsformen erarbeitet und abgeglichen. Hierfir kénnen Bilder
oder Symbole, wie etwa Buchstaben oder Abkiirzungen, verwendet werden. Vielen Kindern
helfen Farben beim systematischen Vorgehen, fiir andere Lernende sind diese verwirrend.
Daher sollten verschiedene Angebote zur Verfligung stehen. Abhdngig vom Lernstand der
Schiiler*innen sowie von der gestellten Aufgabe ist es auch mdglich, Tabellen, Baumdia-

gramme oder geometrische Darstellungen zu wahlen.

3.5.5 Vergleich von Modellen

Werden die Phasen zur Umsetzung der Kombinatorik von Sill und Kurtzmann (2019), Breiter
et al. (2009), Schipper et al. (2021a) und Eichhorn (2024) verglichen, zeigt sich, dass Sill und
Kurtzmann (2019) zwei Phasen beschreiben und Eichhorn (2024) drei Schritte angibt, wahrend
Breiter et al. (2009) und Schipper et al. (2021a) je finf Phasen nennen. Die Benennungen und
Einteilungen der Schritte aller Autoren unterscheiden sich zwar, die Inhalte der Umsetzung

sind jedoch weithingehend ident — ein systematisches Vorgehen wird immer angestrebt. In
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allen vier Modellen sollen Schiiler*innen durch konkretes Handeln Moglichkeiten finden und
diese mit selbstgewahlten Darstellungsformen notieren. Lediglich Eichhorn (2024) gibt an,
dass die Darstellungsformen zunédchst erarbeitet werden. Zudem findet aulRer bei Sill und
Kurtzmann (2019) immer ein Austausch zwischen den Schiiler*innen statt, in welchen Lésun-
gen vorgestellt und verglichen werden. Sowohl bei Breiter et al. (2009) als auch bei Schipper
et al. (2021a) werden die Ergebnisse in der letzten Phase nochmals mit Material veranschau-
licht. Als Unterschied lasst sich noch verzeichnen, dass Breiter et al. (2009), Sill und Kurtzmann
(2019) und Eichhorn (2024) auch ein Arbeitsblatt miteinbeziehen, wahrend Schipper et al.
(2021a) auch die Aufgabenstellungen variiert.

3.6 Herausforderungen und Losungsansatze

Kombinatorische Aufgaben sind meist Sachaufgaben. Daher zeigen sich die Schwierigkeiten,
welche Schiiler*innen beim Losen von Sachbeispielen haben auch beim Lésen von Kombina-
torikaufgaben. Fir das Lésen von kombinatorischen Beispielen kénnen dieselben Strategien
wie fiir das Losen von Sachaufgaben herangezogen werden. Damit die Schiler*innen den
Sachverhalt erschlieBen, sollen sie sich zunachst fragen, worum es in der Aufgabe geht. Ziel ist
hierbei nicht, dass genaue Informationen zur Sachsituation gewonnen werden, sondern dass
die Lernenden eine allgemeine Beschreibung der Situation erhalten, damit sie sich in diese
hineinversetzen kénnen. Eine Antwortmaoglichkeit fiir diese erste Frage ware etwa, dass es
sich um das Bauen eines Turmes handelt. Zur Erschliefung des Sachverhaltes kénnen auch
Fragen nach dem Verstehen des Textes und der Darstellung mit Gegenstdanden helfen. Wird
bei kombinatorischen Aufgaben ein Sachverhalt analysiert, ist es sinnvoll, dass eine der ge-
suchten Moglichkeiten angegeben ist, damit Gberlegt werden kann, wie diese zustande ge-
kommen ist (Sill & Kurtzmann, 2019, S. 173 f.).

Weiters ist oftmals problematisch, dass zum Lésen von Kombinatorikaufgaben zu wenig Ma-
terial vorhanden ist, um alle Moglichkeiten gleichzeitig abzubilden. Dies kann jedoch dazu ge-
nutzt werden, den Schiiler*innen Moglichkeiten beizubringen, ihre gefundenen Anordnungen
festzuhalten. In diesem Zusammenhang gibt es die Moglichkeit, die Lernenden mit dem Baum-
diagramm, welches als Losungshilfe dienen kann, bekannt zu machen. Hierbei soll jedoch mit
kleinen Anzahlen begonnen werden, da die Darstellung ansonst schnell uniibersichtlich wird.
Erst nachdem die Lernenden den Inhalt verstanden haben, kénnen Aufgaben mit mehrstufi-

gen Sequenzen gewahlt werden (Neubert, 2019c, S. 96).
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Als weitere Herausforderung lasst sich laut Sill und Kurtzmann (2019, S. 174) feststellen, dass
bei ndherer Betrachtung der Lehrblicher viele Aufgabenstellungen im Bereich der Kombinato-
rik kaum praxisrelevant sind. Oftmals werden reale Vorstellungen oder Einschrankungen beim
Ermitteln der Anzahlen nicht bedacht. Eine moglichst groRe Lebensndhe sowie Praxisrelevanz
haben etwa Sachverhalte zum Erstellen eines Meniis, zum Bekleiden von Puppen, Ermitteln
von unterschiedlichen Wegen zu einem Ort, das Zusammensetzen von Tiirmen, Tieren oder
Figuren, das Offnen von einem Zahlenschloss oder das Zusammenstellen von Personengrup-

pen.

Zudem beschreiben Sill und Kurtzmann (2019, S. 3) die Problematik, dass viele Lehrkrafte im
Primarschulbereich eine unzureichende Ausbildung fiir solide Fachkenntnisse im Themenge-
biet der Stochastik aufweisen. Musilek et al. (2023, S. 87 ff.) untersuchten das Vorwissen von
Studierenden an drei padagogischen Hochschulen in Wien und Niederdsterreich. Die Studie
zeigt Mangel sowohl bei der Einschatzung des eigenen Wissens im Bereich der Daten, Wahr-
scheinlichkeiten und der Kombinatorik, als auch in unterrichtlichen Erfahrungen auf. Weder
im eigenen Unterricht noch bei Hospitationen konnten viele Erfahrungen in diesem Themen-
bereich gesammelt werden. Vor allem in Hinblick auf die Implementierung des Themenbe-
reichs im neuen Lehrplan (BMBWF, 2023) zeigen diese Ergebnisse die Notwendigkeit eines
intensiven Inputs in der Ausbildung von Primarstufenlehrer*innen. Eine Thematisierung des
Themenbereichs der Daten, Wahrscheinlichkeiten und der Kombinatorik im Studium ist not-
wendig, damit sowohl die Grundlagen als auch die Handlungskompetenzen von angehenden
Lehrpersonen erweitert werden (Musilek et al., 2023, S. 93 f.). AuBerdem sind auch Lehrper-
sonen gefordert, sich mit der Thematik auseinanderzusetzen (Apfler et al., 2023, S. 10). Daher
muss diese bei Lehrerfortbildungen, Konferenzen und Tagungen angeboten werden. Zudem
ware es winschenswert, dass hierbei praktische Umsetzungsmaoglichkeiten fiir die Bearbei-

tung im Unterricht vorgestellt werden (Apfler et al., 2023, S. 5).

3.7 Resiimee

Dieses Kapitel verfolgt das Ziel, die Kombinatorik in der Primarstufe ndaher zu beleuchten. Bis
zur Lehrplanreform im Jahr 2023 war die Kombinatorik kein Themengebiet des Lehrplans aus
dem Jahr 1986. Seit 2023 tritt der neue Lehrplan aufsteigend in Kraft, welcher fir die dritte
Schulstufe vorsieht, dass Schiler*innen kombinatorische Abzahlfolgen durch Probieren er-
kunden, systematisch darstellen sowie |6sen sollen. Dennoch wird im Bereich der Kombinato-
rik in der Grundschule bereits seit langerer Zeit geforscht. Eine Untersuchung von Herzog

(2017) zeigt, dass Lernende der dritten Schulstufe Schwierigkeiten beim Losen von kombina-
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torischen Aufgaben haben. Dies betont die Notwendigkeit der Thematisierung im Primarbe-
reich. Weiters kommen Forschungen zu den Erkenntnissen, dass das Entwickeln von Strate-
gien beim Losen von Aufgaben hilft sowie dass die Losungsrate bei der Arbeit mit Material
hoher ist als ohne. Einen signifikanten Einfluss auf die Leistungen im Kombinatorikbereich ha-
ben die mathematischen Interessen und Fahigkeiten. Verbessert werden kdnnen diese nur
durch die Beschaftigung mit Problemstellungen aus der Kombinatorik. Weiters ist die Kombi-
natorik eng mit dem Problemldsen verbunden — Personen, die gut im Bereich der Kombinato-

rik sind, sind dies in der Regel auch beim Problemldsen.

Zudem gibt es weitere vielfaltige Argumente fiir eine Thematisierung der Kombinatorik in der
Primarstufe. Einerseits vermittelt diese Grundlagen fir ein systematisches Denken, anderer-
seits hat sie einen Bezug zur Lebenswelt von Kindern. AuRerdem bringt die Kombinatorik im
Anfangsunterricht durch das Bestimmen von Anzahlen Potential mit sich, bietet diverse Diffe-
renzierungsmoglichkeiten, legt einen Fokus auf den Losungsprozess und tragt zur Férderung
weiterer mathematischer Kompetenzen bei. Um all jene Potentiale in der Praxis umsetzen zu
kénnen, miissen methodisch-didaktische Uberlegungen angestellt werden. Kombinatorische
Beispiele kdnnen mithilfe eines dreistufigen Modells, dem E-1-S-Prinzip, erarbeitet werden. Bei
diesem wird zunachst konkret mit Material gehandelt, ehe Bilder und Grafiken helfen, den
Sachverhalt darzustellen und auf der dritten Stufe Aufgaben mit Zahlen erschlossen werden.
In der Primarstufe ist die Arbeit mit Material wesentlich, da dieses beim Finden von Méglich-
keiten mit einem spielerischen Ansatz sowie beim Entwickeln von systematischen Strategien
hilft. Lernende erhalten einen experimentellen Unterricht mit vielschichtigen Zugangsmog-
lichkeiten. Kombinatorikaufgaben bieten oft verschiedene Losungswege, weshalb sie sich gut
fir differenziertes Arbeiten eignen. Differenziert werden kann hierbei bei den Aufgabenstel-
lungen selbst, beim Finden von Losungswegen, beim Interpretieren von Beispielen sowie

durch Zusatzaufgaben.

Werden die Losungsprozesse von Schiler*innen der Primarstufe im Bereich der Kombinatorik
betrachtet, zeigt sich, dass sowohl die Strategien als auch die Darstellungsformen vielfaltig
sind und oftmals in einer Verbindung zueinanderstehen. Bei den Losungsstrategien wird zwi-
schen der systematischen Abzahlstrategie, dem Schieben, dem Teilen, der Fixplatzstrategie,
dem Raten, dem Rechnen, der Spontanaussage, dem Transfer und dem Drehen unterschie-
den. Als Darstellungsformen kénnen Baumdiagramme, Netzdarstellungen, Tabellen, Bilder,
Zifferndarstellungen oder Typografien voneinander abgegrenzt werden. Wesentlich ist, dass
es keine Verallgemeinerung der idealen Darstellungsform fir Schiler*innen im Grundschulal-

ter gibt. Kombinatorisches Konnen ldsst sich idealerweise durch eine methodische Progression
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entwickeln. Die Entwicklung von kombinatorischen Kompetenzen stellen verschiedene Auto-
ren anhand unterschiedlicher Modelle vor. Hierbei gibt es zwar Unterschiede in der Anzahl
der Phasen, der Benennungen sowie der Einteilung der einzelnen Schritte, die Inhalte sind
jedoch weithingehend gleich. Ziel ist immer die Entwicklung eines systematischen Vorgehens,
welches Lernende durch konkretes Handeln mit Material entwickeln sollen. Auch die Darstel-
lungsformen kénnen Schiler*innen immer selbst wahlen. Kombinatorische Aufgaben bringen
jedoch auch Herausforderungen mit sich, wie etwa, dass diese haufig Sachaufgaben sind, wes-
halb Lernende zundchst Informationen aus einer Sachsituation erschlieBen miissen. Zudem
haben Lehrkrafte im Primarbereich oft eine unzureichende Ausbildung fiir die Vermittlung von
stochastischen Inhalten, weshalb es notwendig ist, dass dieser Bereich vermehrt Einzug in die
Lehreraus- und -fortbildung findet. Im nun folgenden Kapitel wird ndher darauf eingegangen,
welche mathematische Teilbereiche durch die Kombinatorik geférdert werden, um einen um-
fassenden Blick zu erhalten und die Kombinatorik in den Mathematikunterricht der Primar-

stufe einzubetten.
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4 Forderung durch Kombinatorik

Die Kombinatorik durchzieht einerseits viele Teilbereiche der Mathematik und andererseits
kann sie gut mit anderen Unterrichtsfachern verknipft werden (Neubert, 2019b, S. 37). Aus
diesem Grund wird im folgenden Kapitel zunachst auf die Férderung allgemeiner mathemati-
scher Kompetenzen durch die Kombinatorik eingegangen, ehe die inhaltlichen Kompetenzen
in diesem Zusammenhang thematisiert werden. Auch der Zusammenhang zwischen der Kom-

binatorik und der Wahrscheinlichkeitsrechnung wird dargelegt.

4.1 Forderung allgemeiner mathematischer Kompetenzen

Beim Losen von kombinatorischen Aufgaben werden allgemeine mathematische Kompeten-
zen entwickelt (Breiter et al., 2009, S. 53). Die allgemeinen mathematischen Kompetenzen in
den osterreichischen Bildungsstandards sind das Modellieren, Operieren, Kommunizieren so-
wie Problemldsen (BIFI & BMUK, 2011, S. 8). Auch Schipper et al. (20213, S. 258) betonen, dass
durch kombinatorische Aufgaben Kompetenzen, wie das Modellieren, Argumentieren, Kom-
munizieren und Problemlosen gefordert und geférdert werden. Weber und Ott (2022, S. 12)
beschreiben ebenfalls, dass prozessbezogene! Kompetenzen, besonders jene des Darstellens,
durch kombinatorische Aufgaben fokussiert werden. Aus diesem Grund wird anbei auf die

Forderung einiger allgemeiner Kompetenzen durch die Kombinatorik naher eingegangen.

4.1.1 Kommunizieren

In den 6sterreichischen Bildungsstandards ist das Kommunizieren eine allgemeine mathema-
tische Kompetenz, welche das Verbalisieren, Begriinden und Darstellen von mathematischen
Sachverhalten beinhaltet (BIFI & BMUK, 2011, S. 8). Neubert (2019b, S. 53) fiihrt an, dass das
Kommunizieren darauf abzielt, die eigenen Vorgehensweisen sowie Prozesse des Denkens fiir
AuBenstehende verstandlich zu machen. Zudem sollen andere Losungswege verstanden, zu-
sammen erarbeitet, diskutiert und reflektiert werden. Auch Herzog et al. (2017, S. 267) fihren
an, dass die kommunikative Komponente dazu dient, die verschiedenen Darstellungsformen
in einen Austauschprozess zu bringen, wodurch bereits bestehendes Wissen der Schiiler*in-
nen vertieft werden kann, aber auch neue Ideen angeregt werden. Schlussfolgernd ist laut

Neubert (2019b, S. 53) das Kommunizieren mit dem Darstellen eng verbunden.

Das Kommunizieren kann besonders durch Sozialformen wie Partner- oder Gruppenarbeiten
gefordert werden. Diese bediirfen Arbeitsformen, welche die Schiler*innen zum Austauschen

ihrer Erkenntnisse anregen oder ein gemeinsames Ausarbeiten der Aufgabe bedingen. Gerade
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die Kombinatorik bietet sich flir solche Aufgaben an, da verschiedene Losungsstrategien ver-
wendet werden und diese Anlass fiir Gesprache bieten. Lernende kénnen sich ihr Vorgehen
erldutern und Uber Vorteile sowie Nachteile sprechen. Zudem werden auch gemeinsam Lo-
sungsmoglichkeiten fur kombinatorische Aufgaben entwickelt. Méglich ware, dass ein Kind
handelnd Moglichkeiten sucht und ein anderes diesen Vorgang zu Protokoll bringt und Gber-
prift, ob Doppelungen vorkommen. Wesentlich ist hierbei das Darlegen des eigenen Denk-
prozesses flr andere. Sowohl jiingere als auch altere Schiiler*innen kénnen oft Losungswege
finden, diese jedoch nicht erklaren. Grund hierfir ist, dass die Begriindungskompetenz oft in
keinem Zusammenhang mit der Problemlosekompetenz steht. Schiiler*innen kénnen Aufga-
ben |6sen, aber die Loésung nicht verbal ausdriicken (Neubert, 2019b, S. 53). Neubert (20193,
S. 21) fiihrt als Herausforderung an, dass es fiir Kinder oft schwierig ist, den eigenen Losungs-
weg zu erldutern sowie zu argumentieren, warum alle Lésungsmoglichkeiten ausfindig ge-
macht wurden. Die Begriindungskompetenz hangt hierbei oft nicht mit der Problemlésekom-
petenz zusammen. Konkret bedeutet dies, dass die Schiler*innen zwar die kombinatorische
Aufgabe l6sen, den Prozess jedoch nicht verbalisieren kdnnen. Daraus resultierend ldsst sich
nach Neubert (2019b, S. 53) der Schluss ziehen, dass die Fachsprache zunehmend im Unter-

richt miteinbezogen werden soll, damit sich die Verbalisierungsfahigkeit entwickeln kann.

Kombinatorische Aufgaben haben auch ein hohes Potential fiir die Entwicklung von Kompe-
tenzen im Bereich des Darstellens (Neubert, 2019b, S. 52). Im Praxishandbuch fir Mathematik
fiir die vierte Schulstufe (2011, S. 8) wird Darstellen als Unterbereich der allgemeinen mathe-
matischen Kompetenz Kommunizieren angefiihrt. Darstellen meint ,,das Ubertragen mathe-
matischer Inhalte in eine andere Form der Reprasentation” (BIFI & BMUK, 2011, S. 12). Beim
Bearbeiten von mathematischen Aufgaben sollen sinnvolle Reprasentationsformen erschaf-
fen, gewahlt oder verwendet werden (BIFI & BMUK, 2013, S. 12). Im Kontext der Kombinatorik
bedeutet dies die Entwicklung einer Reprdsentation von kombinatorischen Problemen, wel-
che alle moglichen Kombinationen sowie Variationen aufzeigt. Unterschieden wird hierbei
zwischen Darstellungen, welche die Aufgabenstellungen selbst enthalten und Darstellungen,
die Schiiler*innen helfen, den Lésungsweg darzulegen (Berger, 2023, S. 266), da lGber diesen
leicht der Uberblick verloren wird (Schipper et al., 2021a, S. 263).

Die meisten kombinatorischen Aufgaben bieten diverse Darstellungsformen fir den Prozess
der Loésung an. Lehrkrafte missen fur ihren Unterricht entscheiden, ob sie den Schiiler*innen
eine bestimmte Darstellungsform anbieten und wenn ja, welche, oder ob sie den Lernenden
selbst eine Form der Abbildung finden lassen. Haben Schiiler*innen den entsprechenden Frei-
raum, ist das Vergleichen von gefundenen Wegen sowie der dazugehorigen Darstellung we-

sentlich. Es empfiehlt sich, den Lernenden nach der Formulierung der Fragestellung die
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Chance zu geben, Darstellungsformen selbststandig zu suchen und diese sowie ihre Losung zu
prasentieren. Sollen jedoch spezielle Formen der Darstellung, wie etwa das Baumdiagramm

thematisiert werden, muss dies explizit Unterrichtsinhalt sein (Neubert, 2019b, S. 52 f.).

Allgemein bietet die Darstellung der Losungsprozesse von Schiiler*innen einen Einblick in das
mathematische Verstandnis sowie in die grundlegenden Vorstellungen der Lernenden. Durch
die Art und Weise, wie Losungen dargestellt werden, konnen diese Vorstellungen sichtbar
werden. Von grolRer Bedeutung ist hierbei, welche Informationen die Lernenden als relevant

und welche als irrelevant einschatzen und darlegen (Herzog et al., 2017, S. 267).

4.1.2 Modellieren

Das Modellieren ist ebenfalls eine allgemeine mathematische Kompetenz der 6sterreichi-
schen Bildungsstandards. Es umfasst jene Fahigkeit, bei der Schiler*innen Sachsituationen in
ein Modell der Mathematik Ubersetzen miissen (BIFI & BMUK, 2011, S. 12). Bearbeiten Ler-
nende kombinatorische Aufgaben, so muss eine reale in eine mathematische Situation ge-
bracht werden. Werden die Schritte des Vorgehens bei kombinatorischen Aufgaben mit jenen
bei Ublichen Sachaufgaben verglichen, zeigen sich jedoch einige Besonderheiten. Kombinato-
rische Aufgaben sind oftmals nur ein kurz formulierter Text, weshalb das Verstehen der Auf-
gabe sowie das Begreifen der Handlungsaufgabe nur selten Schwierigkeiten hervorrufen. Zu-
dem brauchen Lernende zum Ldsen kein mathematisches Modell oder keine Rechenaufgabe,
sondern mussen passende Strategien sowie Darstellungen finden. Daher gestalten sich wei-
tere Vorgehensschritte als schwierig. Das Validieren ist bei Aufgaben der Kombinatorik zu-
meist ein Uberpriifen, ob alle Méglichkeiten gefunden wurden. Zusammenfassend bleibt die
Schlussfolgerung, dass der Weiterentwicklung der Modellierungskompetenzen durch Aufga-

ben der Kombinatorik Grenzen gesetzt sind (Neubert, 2019b, S. 54).

4.1.3 Problemlésen

In der Mathematik ist ein Problem eine Aufgabe, welche gel6st werden muss, bei der jedoch
die Losung nicht offensichtlich ist (Reiss & Hammer, 2013, S. 56). Kipman (2018, S. 9) vergleicht
verschiedene Definitionen des Begriffs Problem und fasst zusammen, dass alle Definitionen
eine nicht offensichtliche Lésung suchen und dass die Suche von einem Anfangszustand zu
einem Zielzustand kognitiv sowie kreativ anspruchsvoll ist. Es gibt eine Barriere zwischen dem
Ist und dem Soll und diese soll durch produktives Denken iiberwunden werden. Fiir das Uber-
winden dieser werden jedoch keine Losungsalgorithmen angewendet. Auch Reiss und Ham-

mer (2013, S. 56) beschreiben, dass ein Problem in der Mathematik eine Aufgabe ist, welche
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gelost werden muss, bei der jedoch die Lésung nicht offensichtlich ist. ,,Problemlésen bedeu-
tet also insbesondere die intensive Beschaftigung mit einer Aufgabe, ohne dass von Anfang an
klar ist, welche Mechanismen, Algorithmen, Inhalte oder Sitze zum Erfolg fihren.” (Reiss &
Hammer, 2013, S. 56)

Das Probleml&sen als allgemeine mathematische Kompetenz umfasst das Erkennen und An-
erkennen von innermathematischen Problemen sowie das Entdecken und Nutzen von Strate-
gien, um eine Aufgabe zu l6sen (BIFI & BMUK, 2011, S. 8). Der Mathematikunterricht der Pri-
marstufe verfolgt das Ziel, dass Schiiler*innen durch vielfaltige Tatigkeiten Zusammenhange
erkunden, Strukturen herauslésen und untersuchen konnen. Damit eng verbunden ist die Ent-
wicklung von Problemlésekompetenzen, da die Lernenden selbststandig mathematische
Problemstellungen |6sen sollen. Bei Problemaufgaben miissen Schiler*innen auf mathemati-
sche Grundlagen zurlickgreifen, dieses Wissen neu ordnen und strukturieren, um auf einen
Losungsweg zu kommen. Im Gegenzug gibt es auch Routineaufgaben, bei welchen ein bekann-
tes Verfahren abgerufen wird und zu einer Losung fihrt (BIFI & BMUK, 2013, S. 5).

Laut Kipman (2018, S. 127 f.) sind erfahrungsgemaR gute Kombinatoriker*innen auch gute
Problemldser*innen. Dieser Zusammenhang wurde bereits in einer vorgestellten Studie im
Kapitel 3.2.5 naher erldutert. Aufgaben aus der Kombinatorik eignen sich fiir Schiler*innen
zum Problemldsen. Kombinatorische Aufgaben mit kleinen Zahlen kénnen mit einfachen heu-
ristischen Hilfsmitteln gelost werden (Kipman, 2018, S. 34). Vorteil ist hierbei, dass Problem-
stellungen aus dem Kombinatorikbereich meist einfach verstanden und dargestellt werden
kénnen (Ulm, 2010, S. 17). ,Kombinatorikunterricht ist per se ein Problemldseunterricht (Kip-
man, 2018, S. 136). Kombinatorische Aufgaben brauchen keine Algorithmen, die auswendig
gelernt werden miissen, sondern sie erfordern mathematische Situationen, welche exempla-
risch bearbeitet werden. Hierfiir braucht es geeignete Strategien (Ulm, 2010, S. 17). Ein hand-
lungsorientierter Unterricht ermoglicht den Schiiler*innen Heurismen kennenzulernen. Dies
ist der effektivste Weg, um das Losen von Problemen zu erlernen und zu verbessern (Kipman,
2018, S. 169).

4.2 Forderung inhaltlicher mathematischer Kompetenzen

Kombinatorisches Denken bezieht sich auf viele mathematische Teilgebiete. In der Primar-
stufe ist die Kombinatorik kein eigenstandiges Stoffgebiet, sondern primar ein Aspekt, welcher
sich durch den gesamten Unterricht der Mathematik zieht (Neubert, 2019b, S. 37). Neben den
allgemeinen mathematischen Kompetenzen fiihren die 6sterreichischen Bildungsstandards

auch inhaltliche mathematische Kompetenzen an, welche sich in die Kompetenzbereiche des
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Arbeitens mit Zahlen, mit Operationen, mit GréBen und mit der Ebene und dem Raum unter-
gliedern (BIFI & BMUK, 2011, S. 17 f.). Auch diese kdnnen durch Kombinatorik geférdert wer-
den. Im folgenden Kapitel werden Beispiele beschrieben, wie kombinatorische Problemstel-

lungen in anderen Inhaltsfeldern der Mathematik thematisiert werden kénnen.

4.2.1 Zahlen und Operationen

Die Kombinatorik lasst sich gut mit der Leitidee der Zahlen und Operationen im Bereich der
Arithmetik verknlpfen, da Aufgaben der Kombinatorik selbst Teil dieser sind. Wesentlich ist
hierbei der Aspekt der Multiplikation (Neubert, 2019b, S. 37), auf welchen bereits in Kapitel

2.3.1. hingewiesen wurde.

Diesem Bereich lassen sich besonders Aufgaben zur Zahlenzerlegung zuordnen, welche be-
sonders im Anfangsunterricht zur Vorbereitung der Addition fokussiert werden. Hierfiir wer-
den oft Materialien herangezogen, welche Zahlenzerlegungen zufillig erzeugen, wie etwa
Schittelboxen, das Werfen von Wendeplattchen oder auch Zahlenhduser. In diesem Zusam-
menhang ergibt sich eine kombinatorische Aufgabe, wenn etwa Schiiler*innen zehn Wende-
plattchen werfen und daraus eine Rechnung bilden. AnschlieBend wird nochmals geworfen
und wieder eine Rechnung gesucht. Die Lernenden missen verschiedene Moglichkeiten su-
chen, was sich auf das erste wesentliche Ziel der Kombinatorik bezieht. Weiterfiihrend kann
die Aufgabe gestellt werden, alle Moglichkeiten zu finden, was das zweite Ziel der Kombina-
torik anspricht (Neubert, 2019b, S. 37 f.).

Ein weiteres Beispiel aus dem Bereich der Zahlen und Operationen ist das Finden von Zahlen
aus Ziffernkartchen. Um Zahlenbereiche zu (iben, wird Schiler*innen haufig die Aufgabe ge-
stellt, aus vorgegebenen Ziffern nach bestimmten Kriterien Zahlen zu bilden. Hierbei wird oft
nach der gréBten oder kleinsten moglichen Zahl gefragt. Diese Aufgaben kénnen dem Bereich
der Permutation oder der Variation, abhangig davon, ob eine Ziffer mehrmals vorkommen
darf, zugeordnet werden (Neubert, 2019b, S. 39).

4.2.2 GroRen

Auch im Bereich der GroRBen und des Messens kdnnen kombinatorische Uberlegungen we-
sentlich sein. Dies bezieht sich hauptsachlich auf das Bilden von einer GréRe aus anderen Gro-
Ren auf verschiedene Arten. Oftmals wird dies genutzt, wenn Geldbetrdage mit verschiedenen
Scheinen und Miinzen zusammengesetzt werden. Ein Beispiel hierzu kann etwa sein, dass 13

Cent mit verschiedenen Miinzen aufgelegt werden miussen. Ziel ist, dass alle Moglichkeiten
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gefunden werden. Neben Kenntnissen in der Kombinatorik sind hierbei jedoch auch Vorkennt-
nisse im Bereich des Wahrungssystems notwendig. Eine solche Ubung kann auch in anderen

GroRenbereichen eingesetzt werden (Neubert, 2019b, S. 41).

4.2.3 Ebene und Raum

Inhalte der Kombinatorik kdnnen auch mit jenen der Geometrie verkniipft werden. Ein Bei-
spiel hierfiir kann etwa die Bestimmung der kiirzesten Wege entlang der Kanten eines Qua-
ders oder Wiirfels sein. Bei einer Thematisierung der Kérper im Unterricht werden geometri-
sche Eigenschaften und die Entwicklung von Begriffen, wie etwa jene der Flache, des Winkels,
der Ecke oder der Kante, vorwiegend angestrebt. Aufgaben aus dem Bereich der Kombinato-
rik, wie das Finden des kirzesten Weges entlang der Kanten, konnen vor allem fiir leistungs-
starkere Lernende gut integriert werden. Dies erméglicht eine Forderung auf einer anderen
Ebene (Neubert, 2024, S. 99).

Neubert (2024, S. 99 f.) flihrt ein Beispiel an, welches Schiiler*innen der zweiten sowie der
vierten Schulstufe gestellt wurde, bei dem ein Marienkafer und eine Blume auf einem Wiirfel
wohnen. Die Wiirfelecken sind dabei mit den Ziffern von eins bis acht markiert. Der Marien-
kafer, der in der ersten Ecke wohnt, mochte am kiirzesten Weg zur Blume, welche in der Ecke
sieben lebt. Wesentlich ist, dass sich der Kafer nur auf den Kanten bewegen kann. Gefragt wird
bei dieser Aufgabenstellung einerseits nach der Anzahl der Kanten, welche der Kafer mindes-
tens zurticklegen muss und andererseits nach der Anzahl der verschiedenen Wege. Die beiden
Punkte liegen auf einer Raumdiagonale durch den Kérper. Als Material stehen Wiirfel aus Sty-
ropor zur Verfliigung, auf welchen gefundene Wege mit Faserstiften markiert werden kénnen.
Nahezu alle Schiiler*innen fanden so den kiirzesten Weg sowie auch die Anzahl der Moglich-
keiten. Fiur die jingeren Kinder waren die Begriffe der Kante sowie der Ecke noch schwierig,
konnten jedoch schnell geklart werden. Jene Schiiler*innen, die die zweite Schulstufe besu-
chen, brauchten langer fir das Losen der Aufgabe und konnten nicht direkt die Vollstandigkeit
aller kiirzesten Wege erkennen. Zwei Kinder der vierten Schulstufe erkannten im Gegensatz
jedoch sogar, dass jeder der kiirzesten Wege aus zwei voneinander unterscheidbaren waag-
rechten sowie einer senkrechten Kante besteht. Aufgrund dessen, dass im Losungsprozess
auch geometrische Begriffe verwendet werden, tragt die Aufgabe zum Festigen des Begriffs-

verstandnisses sowie zur Raumvorstellung bei.

4.3 Forderung durch Wahrscheinlichkeitsaufgaben

Der Zusammenhang zwischen der Kombinatorik und der Wahrscheinlichkeit wird im Kapitel

2.1.2 ndher thematisiert. Oft wird das Denken in Wahrscheinlichkeiten isoliert vom Denken in
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Moglichkeiten betrachtet. Die Verknupfung der beiden Inhalte hat aber ein hohes Potential.
Kombinatorische Fragestellungen ermdoglichen viele Lernanldsse, welche helfen, das Denken
in Moglichkeiten zu einem Denken in Wahrscheinlichkeiten weiterzuentwickeln (Sturm & Huh-
mann, 2022, S. 2). ,Ein entscheidender Vorteil liegt darin, dass durch ein vorgeschaltetes Den-
ken in Moglichkeiten die Menge aller moglichen Ergebnisse bereits ermittelt und dargestellt
wurde-“ (Sturm & Huhmann, 2022, S. 2) Zudem verwenden Kinder der Primarstufe haufig Dar-
stellungsformen, welche ermdglichen, durch Strukturieren, Sortieren und Ordnen alle Még-
lichkeiten ausfindig zu machen und somit die Bestimmung der Ergebnismenge vereinfachen
(Sturm & Huhmann, 2022, S. 2).

Haben Schiiler*innen beispielsweise zuvor die kombinatorische Aufgabe geldst, welche Mog-
lichkeiten es gibt, einen Dreierturm aus einem roten, blauen und einem gelben Legostein zu
bauen, kann dieses Beispiel zum Ermitteln von Eintrittswahrscheinlichkeiten verwendet wer-
den. Als Anschlussaufgabe kénnen sich die Schiiler*innen vorstellen, dass sie mit zugebunde-
nen Augen in eine Kiste mit allen moglichen Dreiertiirmen greifen. Die Lernenden gewinnen,
wenn sie einen Turm ziehen, der einen blauen Legostein in der Mitte hat. Ziel ist, dass die
Eintrittswahrscheinlichkeit ermittelt wird. Dazu braucht es die Identifikation aller moglichen
Dreiertiirme sowie aller Tirme, bei denen ein blauer Stein in der Mitte ist. Alle Moglichkeiten
sollten gesondert, beispielweise auf einem Blatt Papier, dargestellt sein. Erstellen die Schu-
ler*innen nun merkmalsorientierte Mengenbilder, so ermoglicht ihnen dies ein Umordnen
und Umstrukturieren. Auf Basis dieser kann ermittelt werden, wie wahrscheinlich ein Ergebnis

eintreten wird (Sturm & Huhmann, 2022, S. 4 f.).

Damit Wahrscheinlichkeitsaufgaben auf einem klassisch-kombinatorischen Weg geldst wer-
den kdnnen, missen Anzahlen bestimmt werden. In der Grundschule sind die Anzahlen jedoch
Ublicherweise so klein, dass ein systematisches Bestimmen der Anzahlen kaum von Bedeutung
ist. Werden jedoch die Haufigkeiten von moglichen Wirfelsummen beim Wirfeln von zwei
Wirfeln bestimmt, ist ein systematisches Vorgehen auch in der Primarstufe sinnvoll. Zunachst
mussen unterschiedliche Haufigkeiten bestimmter Wirfelsummen erforscht werden. Ab der
zweiten Schulstufe kdnnen anschlieend alle Zahlenzerlegungen der Zahlen von zwei bis zwolf
systematisch aufgelistet, analysiert sowie begriindet werden. Die Moglichkeiten kénnen un-
terschiedlich dargestellt werden. Entweder sie werden mit Ziffern oder Wirfelbildern veran-
schaulicht, in einem Baumdiagramm dargestellt oder in einer Additionstabelle abgebildet
(Neubert, 2019b, S. 44). Die Abbildung anbei zeigt die Darstellungsform der Additionstabelle

fir das in diesem Kapitel beschriebene Beispiel.
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Tabelle 2: Additionstabelle (Neubert, 2019b, S. 44)

4.4 Resiimee

Ziel des Kapitels Férderung durch Kombinatorik ist es, aufzuzeigen, welche Teilbereiche der
Mathematik durch die Kombinatorik geférdert werden kénnen. Durch kombinatorische Auf-
gaben werden die allgemeinen mathematischen Kompetenzen der 6sterreichischen Bildungs-
standards, das Kommunizieren, Modellieren, Operieren und Problemldsen, geférdert. Durch
das Kommunizieren Gber kombinatorische Aufgaben kénnen Schiler*innen ihr Vorgehen so-
wie ihre Entscheidungen fiir andere Lernende verstdandlich machen. In Gruppen- oder Part-
nerarbeiten kdnnen Losungswege verglichen, gemeinsam erarbeitet, diskutiert und reflektiert
werden. Dabei ist es oft eine Herausforderung den eigenen Losungsweg zu verbalisieren, wes-
halb die Fachsprache im Unterricht gezielt gefordert werden soll. Mit dem Kommunizieren
eng verbunden ist das Darstellen. Im Bereich der Kombinatorik wird beim Darstellen zwischen
Reprasentationen, welche die Aufgabe selbst enthalten, und Darstellungen, welche zur Darle-
gung des Losungsweges dienen, unterschieden. Stellen Schiiler*innen Losungsprozesse dar,
bieten diese einen Einblick in deren mathematisches Verstandnis. Weiters ist das Modellieren
fiir kombinatorische Aufgaben entscheidend, da beim Losen Lernende reale in mathematische
Situationen bringen missen. Aufgrund dessen, dass Aufgabenstellungen von Kombinato-
rikaufgaben oft sehr kurz formuliert sind, bringt das Begreifen der Handlungsaufgabe oft
Schwierigkeiten mit sich. Selbiges gilt auch fir das Losen, da bei diesem oftmals keine Rech-
nungen, sondern vielmehr Strategien und Darstellungen notwendig sind. Des Weiteren wird
durch die Kombinatorik auch die Problemldsefahigkeit geférdert. Als Vorteil lasst sich hierbei
verzeichnen, dass kombinatorische Problemstellungsaufgaben zumeist leicht verstdndlich
sind und mit einfachen heuristischen Mitteln gelost werden kénnen. Der Unterricht im Bereich
der Kombinatorik ist eigentlich ein Problemldseunterricht, da dieser keine auswendig gelern-
ten Algorithmen, sondern vielmehr exemplarische mathematische Situationen braucht, wel-

che durch einen handlungsorientierten Unterricht kennengelernt werden konnen. Neben der
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Forderung der allgemeinen mathematischen Kompetenzen bezieht sich kombinatorisches
Denken auch auf inhaltliche mathematische Kompetenzen, zu welchen in den &sterreichi-
schen Bildungsstandards die Kompetenzbereiche der Operationen, GréRen, Ebenen und
Raume sowie das Arbeiten mit Zahlen gehoren. Aufgaben der Kombinatorik sind selbst Aufga-
ben der Arithmetik, weshalb sie sich gut mit der Leitidee der Zahlen und Operationen verkniip-
fen lassen. Zentral ist hierbei der Aspekt der Multiplikation, aber auch Aufgaben aus dem Be-
reich der Zahlenzerlegung oder zum Finden von Zahlen aus bestimmten Ziffernkartchen kén-
nen in diesem Bereich eingegliedert werden. Im Bereich der GréRen wird die Kombinatorik
hauptsachlich beim Bilden von GroRen aus anderen GroRen zentral, wahrend sie im Kompe-
tenzbereich der Ebene und des Raums hauptsachlich mit der Geometrie verknupft wird, wenn
etwa der kirzeste Weg bestimmt werden soll. Zusatzlich zu den allgemeinen und inhaltlichen
Kompetenzen ist die Kombinatorik auch eng mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung verknipft.
Damit Wahrscheinlichkeitsaufgaben handelnd gelost werden kénnen, muss zuerst die Anzahl
der Moglichkeiten ermittelt werden. In der Primarstufe wird hierbei mit kleinen Zahlen vorge-
gangen. Nach dem Ermitteln der Moglichkeiten wird das Denken in Wahrscheinlichkeiten an-
gebahnt. Im nachsten Kapitel wird der Fokus auf praktische Umsetzungsbeispiele der Kombi-

natorik fur die Primarstufe gelegt.
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5 Konkrete Umsetzung

Im folgenden Kapitel werden konkrete Unterrichtsbeispiele fiir die Kombinatorik in der Pri-
marstufe vorgestellt. Die Aufgaben werden nach den Typen kombinatorischer Probleme in das

allgemeine Zahlprinzip, die Permutation, die Variation sowie die Kombination unterteilt.

Gute Aufgaben aus dem Bereich der Kombinatorik in der Primarstufe sollen Situationen the-
matisieren, welche Schiiler*innen emotional ansprechen. Zudem sollen Lernende selbst prak-
tisch arbeiten, damit sie Erfahrungen sammeln und ordnen kdnnen. Sie brauchen Méglichkei-
ten, das Ziel durch verschiedene Wege zu erreichen. Lésungen miissen dabei auf diversen Re-
prasentationsebenen moglich sein. AuRerdem sollen die Aufgaben so gewahlt werden, dass
diese in andere Stoffgebiete Gbertragen werden kénnen und die Entwicklung von allgemeinen
Kompetenzen im Bereich der Mathematik fordern (Neubert, 2024, S. 90). Wesentlich ist aber,
dass Grundschulkinder noch nicht mit den Fachtermini oder mit Formeln zur Berechnung der

moglichen Anzahlen konfrontiert werden (Klunter et al., 202043, S. 19).

Die Bearbeitung von kombinatorischen Aufgaben in der Primarstufe verfolgt das Ziel, dass die
Schiler*innen zunehmend ihre Fahigkeit, Probleme systematisch anzugehen, weiterentwi-
ckeln. Daher missen nicht immer neue Aufgaben zur Verfligung gestellt werden. Im Laufe der
Volksschulzeit konnen Aufgaben wiederholend aufgegriffen werden, um eine Systematisie-
rung der Losungsprozesse hervorzurufen, indem bekannte Strukturen von den Schiiler*innen
erkannt werden (Schipper et al., 2021a, S. 264). Schipper et al. (2019b, S. 320) gehen darauf
ein, dass im Unterricht ausgewahlte Aufgabentypen der Kombinatorik intensiv und mehrfach
mit verschiedenen Variationen der Beispiele gelehrt werden sollen, anstatt die Vielfalt der

verschiedenen Aufgabentypen abzudecken.

Neubert (2019c, S. 97) empfiehlt, dass mit Permutationsaufgaben begonnen wird. Dennoch
sollen die Schiiler*innen auch mit Aufgaben der Kombination und der Variation Erfahrungen

sammeln, wenngleich diese den Lernenden schwerer fallen.

5.1 Allgemeines Zahlprinzip
Im folgenden Kapitel werden Beispielaufgaben vorgestellt, welche sich dem Typus des allge-

meinen Zahlprinzips zuordnen lassen.

5.1.1 Was kann der Nikolaus anziehen?

Bei der Aufgabe Was kann der Nikolaus anziehen wird den Schiiler*innen zunéachst ein Brief

vom Nikolaus vorgelesen, in welchem dieser den Kindern erklart, dass ihm Knecht Ruprecht
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heuer mehr Gewand in den Koffer eingepackt hat. Da ihm alle Miitzen und Mantel in seinem
Koffer gut gefallen, méchte er gerne auch alle verwenden. Er fragt die Kinder, welche Mdog-
lichkeiten es gibt, dass er einen roten, blauen und braunen Mantel anziehen sowie eine rote,

blaue, gelbe und braune Mitze aufsetzen kann (Breiter et al., 2009, S. 54 f.).

Was kann der Nikolaus anziehen?

Ich méchte immer eine Mutze und einen Mantel anziehen.
‘é(} Welche Mdglichkeiten gibt es?
AL , , ,

Abbildung 8: Was kann der Nikolaus anziehen? (Breiter et al., 2009, S. 56)

Breiter et al. (2009, S. 55) beschreiben die Umsetzung der Aufgabe in einer zweiten Schulstufe.
Beim Vorlesen des Nikolausbriefes wurden eine Abbildung vom Nikolaus sowie die bunten
Mitzen und Mantel aus Tonpapier aufgelegt. Im Anschluss konnten die Schiiler*innen die ver-
schiedenen Moglichkeiten der Bekleidung ausprobieren. Zunachst wahlten sie die fiir sie
schonste Kombination. Im Anschluss wurde die Aufgabe selbststandig bearbeitet. Grundsatz-
lich konnte dies mit der Produktregel und der Malaufgabe 3 - 4 = 12 ausgerechnet werden.
Eine rechnerische Losung ist jedoch nicht von den Kindern zu erwarten, da erst im Verlauf der
zweiten Schulstufe die Multiplikation eingefiihrt wird. Das Beispiel muss daher zahlend gel6st
werden. Trotz einer groReren Anzahl an Mdoglichkeiten konnte etwa die Halfte der Schiler*in-
nen alle Lésungsmoglichkeiten finden. Viele Kinder arbeiteten hierbei systematisch. Etliche
Schiler*innen dachten sich Symbole fiir den Mantel und die Mitze aus, um zeitsparender alle

Moglichkeiten abzubilden.

5.1.2 Schneemann

Die Aufgabe Schneemann eignet sich fur Schiler*innen der ersten sowie zweiten Schulstufe
und l3sst sich dem kombinatorischen Aspekt der Multiplikation zuordnen. Es bietet sich an,
diese Aufgabe im Rahmen der Einflihrung der Multiplikation mit den Schiiler*innen zu |6sen.
Zunachst kann tGber den Winter gesprochen werden. Die Schiiler*innen sollen weiterfiihrend
dariiber nachdenken, was fir das Bauen eines Schneemannes bendtigt wird. Ziel ist, dass ver-
schiedene Schneemanner gebaut werden. Zur Auswahl stehen drei Kiibeln in rot, gelb und
blau sowie zwei Besenborsten in gelb und braun. Die Lernenden miissen ermitteln, wie viele
verschiedene Schneemanner gebaut werden kdnnen. Zur Hilfe dient ein Arbeitsblatt, auf wel-
chem die Kinder die Eimer sowie Besenborsten ausmalen kénnen (Klunter et al., 20203, S. 23).

Dieses veranschaulicht die Abbildung anbei:
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Abbildung 9: Der Schneemann (Klunter et al., 2020a, S. 24)

In einem ersten Schritt sollen die Schiiler*innen selbststandig erkunden. Einige Lernende wer-
den dabei wild herumprobieren, andere geordnet vorgehen. Systematisch kann entweder zu-
nachst die Farbe der Kibel gleichbleiben und jene der Besenborsten wechselt oder umge-
kehrt. In beiden Féllen gibt es gesamt sechs Moglichkeiten. Drei verschiedene Kiibel und zwei
unterschiedliche Besenborsten ergeben 3 - 2 = 6 Méglichkeiten. Beide systematische Vorge-
hensweisen sollen auch weiterfihrend mit den Lernenden besprochen werden. Sofern Schi-
ler*innen alle Schneemanner am Arbeitsblatt ausgemalt haben, werden Doppelungen auftre-
ten, welche die Lernenden in einem nachsten Schritt finden sollen. Diese Aufgabe regt ein

systematisches Vorgehen an (Klunter et al., 20203, S. 23).

Fiir besonders leistungsstarke Schiiler*innen kann die Aufgabe erweitert werden, indem zu-
satzlich die Frage nach der Anzahl der Moglichkeiten gestellt wird, welche es gibt, wenn der
Schneemann nicht nur Steine als Knopfe tragt, sondern auch Kastanien zur Auswahl stehen.
Hierbei verdoppeln sich die Moglichkeiten. Weiters kdnnen beispielsweise neben den zwei
verschiedenen Besenborstenfarben auch vier verschiedene Kopfbedeckungen zur Auswahl
stehen (Klunter et al., 202043, S. 23).

5.1.3 Farbiges Geschirr

Die Aufgabe Farbiges Geschirr lasst sich ebenfalls dem kombinatorischen Aspekt der Multipli-
kation zuordnen und eignet sich fiir die dritte und vierte Schulstufe. Zunachst kann Gber das
Decken eines Fruhstiickstisches gesprochen werden. Wichtig ist, dass dabei der Begriff Gedeck
erlautert wird. Im Anschluss konnen die Schiler*innen ein erstes Arbeitsblatt bearbeiten, bei
welchem verschiedene Gedecke zu sehen sind. Die erste Aufgabe lautet: , Tine hat ein gelbes
und ein blaues Gedeck, so dass sie diese einfarbig oder zweifarbig zusammenstellen kann.
Male die verschiedenen Moglichkeiten.” (Klunter et al., 2020b, S. 52) In einem zweiten Auftrag

mussen die Moglichkeiten in einer Tabelle eingeschrieben werden. Bei beiden Aufgaben gibt
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es zunachst nur blaues und gelbes Geschirr. Die acht verschiedenen Mdoglichkeiten kénnen
durch Anmalen oder mit der Tabelle gefunden werden. AnschlieBend werden die Ergebnisse
verglichen, wobei darauf geachtet wird, dass keine Moglichkeiten doppelt vorkommen oder
ausgelassen wurden. Aus diesem Grund wird in der dritten Aufgabe ein systematisches Vor-
gehen angestrebt. Es soll ein Baumdiagramm erstellt werden, was die Konzentration der Kin-
der fordert. Insgesamt gibt es bei dieser Aufgabe acht verschiedene Moglichkeiten. Werden
zwei unterschiedliche Tassen mit zwei verschiedenen Untertassen kombiniert, ergeben sich 2
- 2 = 4 Moglichkeiten. Werden diese noch jeweils mit den zwei verschiedenen Tellern kombi-
niert, gibt es 2 - 2 - 2 = 8 Moglichkeiten (Klunter et al., 2020b, S. 51). Dieses Arbeitsblatt ver-
anschaulicht die Abbildung anbei.

Farbiges Geschirr (1)

. Tine hat min geihes und ain biosss Gedeck, 50 dass sie digss pinferisy oder zesiforbig

susnminenatelian kmnn. Mals dis verschicdinen g llchielien.

2, Hast du ole Maglhichicatan gatundan?

{merprirte mit einem Beumdagremm

b 7 Tasea
b Untertasse
/
-] Teller

Wit zaai Forben kans man verschisdens Grieide (ussmmensteilen

Abbildung 10: Farbiges Geschirr (Klunter et al., 2020b, S. 52)

In einer weiterfihrenden Aufgabe werden das gelbe und blaue Gedeck durch ein rotes er-
ganzt. Es erhoht sich somit die Anzahl der Moglichkeiten. Hierbei muss nun systematisch vor-

gegangen werden, um alle Moéglichkeiten ausfindig zu machen (Klunter et al., 2020b, S. 51).
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5.1.4 Speisekarte

Mama hat Geburtstag. Sie lidt die ganze Familie zum
Essen ein. Die Speisekarle im Restaurant zeigt zwei ver-
schiedene Vorspeisen, drei Hauptgerichte und zwei Nach-
speisen. Wie viele verschiedene Gerichte mit Vorspeise,
Hauptgericht und Nachspeise kénnen die Giste auswih-
len?

Vorspeise
Rindfleischsuppe  Hauptgericht
Frischer Salat Fischstabchen mit Gemiisereis
Schnitzel mit Pommes .
Nachspeise
Nudeln mit Rindleisch i
Obstschale

Abbildung 11: Speisekarte (Schipper et al., 2019b, S. 320)

»Wie viele verschiedene Gerichte mit Vorspeise, Hauptgericht und Nachspeise kdnnen die
Gaste auswahlen?” (Schipper et al., 2019b, S. 320) Das erste Ziel dieser Aufgabe, welches sich
fir die dritte Schulstufe eignet, ist es, ein grundlegendes Verstdndnis flr die Produktregel zu
schaffen. Wesentlich ist, dass, wie bei allen kombinatorischen Aufgaben, zunachst geklart
wird, welche Auswahlen getroffen werden kdnnen und dass bei diesem Beispiel keine Wahl-
moglichkeit ausgelassen werden darf. Jedes Men besteht aus einer Vor-, einer Haupt- und
einer Nachspeise. Bereits beim Besprechen der Aufgabe sollen die Schiiler*innen Beispiele flr
mogliche Anordnungen finden. Anschliefend konnen die verschiedenen Mends in Einzel- oder
Gruppenarbeiten mit Materialien, beispielsweise mit Fotos oder Kartchen, ausfindig gemacht
werden. Anschliefend kann eine Rechenkonferenz stattfinden, in welcher alle Méglichkeiten
geordnet dargestellt werden. Hierfiir eignet sich die Struktur eines Baumdiagramms (Schipper
etal.,, 2019b, S. 320 f.).

Durch eine Veranderung der Anzahl der Speisen lasst sich die Aufgabe gut variieren. Als Zusatz
kann gestellt werden, dass es keine Nachspeise gibt, dass ein viertes Hauptgericht angeboten
wird oder dass es je drei Vor-, Haupt- und Nachspeisen gibt. Ermittelt wird immer die Anzahl

der Moglichkeiten, ein Menl zusammenzustellen (Schipper et al., 2019b, S. 321).

5.2 Permutation

Im Folgenden werden Beispiele vorgestellt, welche sich dem kombinatorischen Problemtyp

der Permutation zuordnen lassen.
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5.2.1 Fenster schmiicken

Fenster schmucken

Benni mochte sein Fenster mit einem roten,
einem griinen und einem gelben Stern
weihnachtlich schmucken. Die drei Sterne
sollen nebeneinander gehangt werden.

Wie kann Benni die Sterne anordnen?

Suche verschiedene Maglichkeiten.

Abbildung 12: Fenster schmiicken (Breiter et al., 2009, S. 56)

Der Aufgabe Fenster schmiicken, welche die vorliegende Abbildung veranschaulicht, liegt ein
Anordnungsproblem zugrunde. Sie lasst sich als kombinatorische Aufgabe der Permutation
ohne Wiederholung einordnen. Entscheidend ist hierbei nur die Anordnung der Sterne. Es
handelt sich um eine Aufgabe ohne Wiederholung, da ein Stern innerhalb einer Moglichkeit

nur einmal angeordnet werden kann (Breiter et al., 2009, S. 53 f.).

Breiter et. al (2009, S. 54) berichten iber eine Durchfiihrung dieser Aufgabe, bei welcher die
Schiiler*innen Moosgummisterne verwenden konnten. Zunachst trat die Anzahl der Moglich-
keiten in den Hintergrund, da die Aufgabe als Einstieg in eine Sequenz zur Kombinatorik ver-
wendet wurde. Die Lernenden sollten zundchst ihre schénste Anordnung prasentieren. Ziel
war, dass die Kinder einer zweiten Schulstufe die Aufgabe verstehen und verschiedene Mog-
lichkeiten ausfindig machen. Das Anordnungsproblem war jedoch fiir viele Schiiler*innen
keine Schwierigkeit. Mehr als die Halfte der Lernenden konnte alle sechs Maoglichkeiten fin-
den. Die Schiiler*innen wahlten zum GroRteil eine ikonische Darstellung, indem sie die farbi-

gen Sterne aufzeichneten. Die Moglichkeiten wurden durch intuitives Probieren ermittelt.

5.2.2 Tiirme bauen

Neubert (2024, S. 91) beschreibt eine Aufgabe aus dem Bereich der Permutation, bei welcher
aus drei verschiedenfarbigen Steinen ein Turm gebaut werden muss. In der ersten Schulstufe
bekommen die Lernenden Bausteine in drei Farben und erhalten die Aufgabe: ,Versucht, so
viele verschiedene Tiirme mit drei Etagen wie moglich zu bauen! Dabei misst ihr beachten,

dass jede der drei Farben in jedem Turm einmal vorkommt!“ (Neubert, 2024, S. 91).

Zunachst ist wesentlich, dass die Lernenden die Aufgabenstellung verstehen und unterschied-
liche Tiirme bauen. Es wird bewusst auf die Frage nach der Gesamtanzahl aller méglichen
Tilrme verzichtet. Zu Beginn war es fiir einige Lernende herausfordernd, einige Turmmaoglich-
keiten zu bauen. Andere Schiiler*innen konnten erst durch das Finden aller Mdoglichkeiten

gefordert werden. Fir die Kinder der ersten Schulstufe erwies es sich als schwierig, Strategien
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zum Finden der vollstandigen Losung zu entwickeln. Auch wenn letztlich nahezu alle Lernen-
den die sechs Moglichkeiten finden konnten, wurden im Lésungsprozess gleiche Tlirme mehr-
mals gebaut. Die Aufgabe wurde ebenfalls auch Kindern der vierten Schulstufe gestellt. Es
zeigte sich, dass diese ein planmaRigeres Vorgehen hatten. Es waren weniger Versuche not-

wendig, alle Moglichkeiten ausfindig zu machen (Neubert, 2024, S. 91).

Laut Neubert (2024, S. 91) eignet sich diese Permutationsaufgabe fiir den Einstieg in die Kom-
binatorik. Vor allem jingere Schiiler*innen erfassen den Sachverhalt gut, da sie mit dem
Bauen von Tirmen vertraut sind. Zudem kdnnen die Lernenden selbst handeln und das dafr
bendstigte Material kann einfach besorgt werden. Werden etwa Steckwiirfel verwendet, kon-
nen alle Moglichkeiten gleichzeitig dargestellt werden. Zudem kdnnen Lésungen auf unter-

schiedlichem Niveau gefunden werden.

Weiterfiihrend kann Schiiler*innen einer vierten Schulstufe die Aufgabe gestellt werden, dass
ein Kind blaue, gelbe und rote Bausteine hat und daraus Tdrme aus je drei Bausteinen bauen
will. Dabei soll jeder Turm drei verschieden Farben haben, diese sollen jedoch in unterschied-
licher Reihenfolge angeordnet werden. Nachdem dieses Beispiel gelost wurde, wird den Kin-
dern eine weitere Aufgabe gestellt, bei der nun eine vierte Farbe hinzukommt und Tlrme aus
vier unterschiedlichen Farben gebaut werden sollen. Die zweite Aufgabe ermdglicht einigen

Lernenden bereits ein systematisches Vorgehen (Neubert, 2024, S. 93 {.).

5.2.3 Tiere

3 Tiere (Hund, Katze und Maus) gehen in einer Reihe, wie viele Moglichkeiten haben
sie, sich in einer Reihe aufzustellen?

Die 3 Tiere haben Moglichkeiten, sich in einer Reihe aufzustellen.

Abbildung 13: Tiere (Kipman, 2018, S. 144)

Bei dieser Permutationsaufgabe bekommen die Schiler*innen die Angabe, dass drei Tiere
spazieren gehen. Gefragt wird danach, wie viele Moglichkeiten die Tiere haben, sich aufzustel-
len. Als Material stehen Plastiktiere zur Verfligung. In einem weiteren Schritt kommt noch ein
Tier hinzu, welches mit den anderen Tieren spazieren gehen mdchte. Die Schiiler*innen sollen
nun ermitteln, wie viele Moglichkeiten es jetzt gibt, dass sich die Tiere aufstellen. Zunachst

soll selbststandig probiert werden. Erst in weiterer Folge werden die Schiiler*innen gefragt,
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ob sie bereits alle Moglichkeiten gefunden haben und gegebenfalls durch Hilfestellungen un-

terstitzt werden missen (Kipman, 2015, S. 61).

Neubert (2024, S. 94 f.) fUhrt eine dhnliche Aufgabe an, bei welcher vier Tiere gemeinsam auf
einer Mauer balancieren und Gberlegen, wie viele Méglichkeiten es fiir eine Reihenfolge gibt.
Zur Verfiigung stehen Plischtiere, von welchen nicht genligend vorhanden sind, so dass be-
reits gefundene Anordnung wieder auseinandergenommen werden mussen. Daher ist es
wichtig die Méglichkeiten zu notieren. Diese Aufgabe kann noch schwieriger gestaltet werden,
indem es Zusatzbedingungen gibt, wie etwa, dass beschlossen wird, dass die Schnecke nicht
als letzte aufgereiht werden darf. Weiters ware auch moglich, dass die Maus nicht vor der
Katze laufen mochte oder dass der Rabe nicht hinter der Katze geht, damit er sie nicht mit

dem spitzen Schnabel zwickt.

5.2.4 Bunte Drachen

Zwei Kinder bauen einen Drachen, dessen Schwanz mit Schleifen verschonert wird. Zur Verfi-
gung stehen drei Schleifen — eine rote, eine blaue und eine griine. Die Kinder Uberlegen, in
welcher Reihenfolge diese an den Schwanz des Drachen gebunden werden sollen und wie
viele Moglichkeiten es hierfir gibt (Eichhorn, 2024, S. 15). Diese Aufgabe eignet sich fiir Schii-
ler*innen der dritten und vierten Schulstufe. Grundgedanke ist eine Permutation ohne Wie-
derholung. Insgesamt gibt es 31 =3 - 2 - 1 = 6 Moglichkeiten, die drei Schleifen anzuordnen.
Zur Unterstitzung kann farbiges Legematerial dienen. Wesentlich ist, dass erklart wird, dass
jede Schleife beziehungsweise jede Farbe nur einmal vorkommen darf und dass die Reihen-
folge der Schleifen wichtig ist. Der Vorgang der Schiiler*innen wird entsprechend deren Kom-
petenzstand sein (Eichhorn, 2024, S. 14).

In einer ersten Aufgabe kdnnen die Schiler*innen vorgegebene Schleifen rot, blau und griin
anmalen, ausschneiden und auflegen. Auf einem Arbeitsblatt kénnen anschlieBend die gefun-

denen Reihenfolgen aufgemalt werden. Diese Aufgabe veranschaulicht die Abbildung anbei.

Abbildung 14: Bunte Drachen 1 (Eichhorn, 2024, S. 15)
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Die Lernenden finden zundchst auf einer enaktiven Ebene mit Legematerial verschiedene Rei-
henfolgen. Diese werden in einer ikonischen Auflistung festgehalten. Da das Legematerial im-
mer nur die Darstellung einer Reihenfolge ermdglicht, ist ein Festhalten wesentlich (Eichhorn,
2024, S. 14).

In einer weiteren Aufgabe kommt noch eine lila Schleife hinzu. Nun soll die Anzahl der Mog-
lichkeiten der Anordnung fiir alle vier Schleifen gesucht werden. Es steht wieder Legematerial
zur Verfligung. Leistungsstarkere Schiiler*innen kdnnen bereits ohne diesem systematisch auf
einem Arbeitsblatt alle Moglichkeiten aufzeichnen. Bei diesem zweiten Arbeitsblatt sollen die
Moglichkeiten entweder aufgezeichnet oder mit Farben und Buchstaben notiert werden. Sys-
tematisch wiirde etwa vorgegangen werden, wenn die Lernenden immer eine Farbe festhal-
ten und die anderen Farben vertauschen. Wesentlich ist, dass die Losungsansatze beziehungs-
weise die Ergebnisse im Anschluss sortiert und besprochen werden. Doppelte Moglichkeiten
werden gestrichen und fehlende Anordnungen erganzt (Eichhorn, 2024, S. 14 ff.). Die Abbil-

dung anbei veranschaulicht ein passendes Arbeitsblatt zu dieser Aufgabe.

L2 griin und eine ist lito, Mals die Schieilen unten in diesen Farben an und
schneide sie aus. Lege vier Schleifen an den Drachen.

1. ’)‘ ( } Rahul und Maya haben vier Schieifen; Eine ist rot, eine ist blau, eine ist

Wie viele verschisdens Reiheniolgen findest du? Notiere oder male sie mit
Farben oder Buchstaben.

o~

— ———
() Tipp: Mit Farben e Thbes Dot Dllid®
1 & Mit Buchstoben:r— b-g 1 =& WL LR N

-

Abbildung 15: Bunte Drachen 2 (Eichhorn, 2024, S. 16)

In weiteren Aufgaben kénnen die Mdglichkeiten in einem Baumdiagramm veranschaulicht
werden. Hierbei ist jedoch empfohlen, dass dieses gemeinsam erarbeitet wird. Zunachst kén-
nen in einem vorgefertigten Diagramm die Schleifen in der richtigen Farbe angemalt werden.
Etwas schwieriger wird es, wenn das Baumdiagramm zum Teil bereits ausgefillt wurde und
der Rest noch erganzt werden muss. In einer schwierigeren Variante miissen die Reihenfolgen
selbst libersichtlich dargestellt werden (Eichhorn, 2024, S. 14 ff.).
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5.3 Kombination

Anbei werden Beispiele, welche dem kombinatorischen Problemtyp der Kombinatorik zuge-
ordnet werden kénnen, vorgestellt. Alle Beispiele eignen sich fiir den Mathematikunterricht

der Primarstufe.

5.3.1 Schlittenrennen

Schlittenrennen
Anna

Felix

Anna, Marie, Felix und Stefan wollen mit zwei Schlitten Rennen fahren.
Auf jedem Schlitten sitzt ein Kind.
Welche Rennen miissen stattfinden, damit jedes Kind gegen jedes Kind gefahren ist?

Abbildung 16: Schlittenrennen (Breiter et al. 2009, S. 56)

»Anna, Marie, Felix und Stefan wollen mit zwei Schlitten Rennen fahren. Auf jedem Schlitten
sitzt ein Kind. Welche Rennen miissen stattfinden, damit jedes Kind gegen jedes Kind gefahren
ist?“ (Breiter et al., 2009, S. 56)

Bei diesem Beispiel handelt es sich um eine kombinatorische Grundaufgabe der Kombinatorik
ohne Wiederholung. Die Anzahl der Mdglichkeiten ist fur Schiiler*innen iberschaubar. Bei
vier Kindern kénnen insgesamt sechs Rennen stattfinden. Aufgrund dessen, dass die Namen
der Lernenden vorgegeben sind, wird erwartet, dass die Schiiler*innen zum Grofteil symboli-

sche Losungen finden werden (Breiter et al., 2009, S. 54).

Breiter et al. (2009, S. 54) beschreiben die Durchfiihrung dieser Aufgabe und stellen fest, dass
der Austausch mit anderen Kindern sinnvoll ist. Fiir einige Lernende war nicht klar, dass die
Anordnung der Elemente keine Rolle spielt. Ein Bub hat notiert, dass es zwolf Moéglichkeiten
gibt, ehe er in einer Diskussion mit einem anderen Kind darauf hingewiesen wurde, dass er
einige Rennen doppelt aufgeschrieben und diese anschlieRend gestrichen hat. Die beschrie-
bene Losung sollte jedoch nicht als falsch gewertet werden. Vielmehr ist sie eine weitere mog-
liche Interpretation der Aufgabe. Ein GroRteil der Schiiler*innen veranschaulichte die Losun-
gen symbolisch. Es wurden entweder die gesamten Namen oder nur die Anfangsbuchstaben
notiert (Breiter et al., 2009, S. 54).
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5.3.2 Eiskugeln

Erdbeere und Nuss. a
Du darfst Dir 2 Kugeln aussuchen, méchtest aber keine Sorte g
doppelt kaufen. I~

I |

4

Bei einem Eisverkaufer gibt es die Sorten Vanille, Schokolade, m
9

<~

Wie viele Moglichkeiten hast Du?

Abbildung 17: Eiskugeln (Kipman, 2018, S.142)

Kipman (2018, S. 153 ff.) beschreibt eine Aufgabe zur Kombination, bei der den Schiiler*innen
vier Eissorten zur Auswahl stehen, von denen sich die Kinder zwei Sorten aussuchen sollen.
Gefragt wird nach der Anzahl der Mdéglichkeiten. Wichtig ist, dass hierbei die Reihenfolge zu-
nachst keine Rolle spielt. Sollten die Lernenden nachfragen, ob eine Sorte mehrmals verwen-
det werden kann, so ist diese Frage zu verneinen. Zum Losen der Aufgabe stehen Materialien
— Eiskugeln sowie eine Eiswaffel aus Plastik — zur Verfiigung. Im Anschluss kann den Schi-
ler*innen jene Aufgabe erneut gestellt werden, nur diirfen diesmal drei Sorten ausgesucht
werden. Die Reihenfolge wird zunachst wieder nicht bericksichtigt. Auch hier darf wieder

keine Sorte doppelt verwendet werden.

5.3.3 Hande schiitteln

Dieses Beispiel eignet sich fiir die dritte und vierte Schulstufe. Ein Madchen namens Annika
feiert Geburtstag und Iadt vier Freundinnen namens Biggi, Christina, Dérte und Elena ein. Bei
der BegriiRung geben sich alle die Hande. Gefragt wird danach, wie oft die Hinde geschiittelt
werden. Bei diesem Beispiel ist das Bilden von Paaren aus Elementen einer Menge, aus den
Gasten mit sich selbst, wesentlich. Hierbei kann eine Tabelle beim Finden der Losung helfen
(Quak, 2010, S. 63).

begrifit Annika Biggi Christina Dorte Elena
Annika AA AB AC AD AE
Biggi BA BB BC BD BE
Christina CA CB cC CD CE
Dorte DA DB DC DD DE
Elena EA EB EC ED EE

Tabelle 3: Hinde schiitteln, eigene Darstellung, in Anlehnung an Quak (2010, S. 63)



5 Konkrete Umsetzung 78

Insgesamt ergeben sich 25 BegriiBungen. Da sich jedoch niemand selbst begrift, fallt die dia-
gonale Reihe, welche mit griin markiert wurde, weg. Somit verbleiben 20 BegriRungen. Wenn
sich jedoch Annika und Biggi die Hand reichen, hat bereits auch Biggi Annika begrii8t, weshalb
die Anzahl der Moglichkeiten noch halbiert werden muss. Somit gibt es 10 BegrilRungen

(Quak, 2010, S. 63). Die Doppelungen sind in der Tabelle orange markiert.

5.3.4 Gartnerei

In einer Gartnerei gibt es Primeln in rot, blau, weill und gelb. Je drei Blumen werden in eine
Schale gesetzt, wobei diese einfarbig, zweifarbig oder dreifarbig sein kann. Gefragt wird nach
der Anzahl der verschiedenen Farbkombinationen, die die Gartnerei potenziell anbietet.
Durch Probieren sollen die Schiiler*innen moglichst alle Farbkombinationen ausfindig ma-
chen. Beim Vergleichen wird sich zeigen, ob Kombinationen von den Schiiler*innen ausgelas-
sen oder doppelt aufgezeichnet wurden. In einer weiteren Aufgabe soll ermittelt werden, wie
viele Moglichkeiten es fiir einfarbige, zweifarbige und dreifarbige Schalen gibt. Die Moglich-
keiten werden in einer Tabelle eingetragen. Diese Aufgabe regt zu einem systematischen Vor-
gehen an. Die Reihenfolge wird hierbei nicht bertiicksichtigt, da die Anordnung der Primeln in
den Schalen nicht wesentlich ist. Gemeinsam wird nach entsprechenden Farbkombinationen
gesucht. Mit Buchstaben oder mit Farbkreide kann nebenbei ein Tafelbild entwickelt werden.
So erhalten Kinder einerseits einen Uberblick und andererseits wird ein systematisches Vor-
gehen gefordert (Klunter et al., 2020b, S. 54 f.). Das Arbeitsblatt anbei zeigt diese Aufgabe.

T L

Ich habo wereshicdzre Farokombinationen gefunden,

2. Wie viels verschiadens ainfarbige, sweifarbige und dreilarbige Schaten gibl os?
Finde alfs Mglizhieiten

aine Farbe | susi Farhan [ drei Farber

Trr v e B | Bbr [ muwr g9

Es kinnen Irsgesamt verschiedane Schalen ongeboten warden

Dinva sind eirfarkig, sweifortig und Schalen draifarbig boplonrt

Abbildung 18: In der Gdrtnerei (Klunter et al., 2020b, S. 55)



5 Konkrete Umsetzung 79

5.4 Variation

Anbei werden Kombinatorikbeispiele der Primarstufe vorgestellt, welche dem kombinatori-

schen Problemtyp der Variation zugeordnet werden kdnnen.

5.4.1 Eiskugeln

Die Aufgabe Eiskugeln verknipft Kipman (2015) mit der Kombinationsaufgabe, welche im Ka-
pitel 5.3.2 bereits erlautert wurde. Grundsatzlich sollte hier mit der Variationsaufgabe begon-
nen werden, ehe die Kombinationsaufgabe durchgefiihrt wird. Sollten die Lernenden bei die-
ser Aufgabe zundchst mit der Kombinationsaufgabe beginnen, muss die Variationsaufgabe im

Anschluss noch erfragt werden (Kipman, 2018, S. 155).

Bei dieser Aufgabe sind wieder vier Eissorten vorgegeben, von welchen sich die Schiler*innen
zwei Sorten aussuchen durfen. Gefragt wird nach der Anzahl der Mdéglichkeiten. Die Reihen-
folge spielt nun eine wesentliche Rolle. Vanille-Mango und Mango-Vanille sind somit zwei un-
terschiedliche Moglichkeiten. Zunachst sollen die Schiiler*innen selbststandig probieren, an-
schlieBend kénnen aber auch Hilfestellungen gegeben werden, indem darauf hingewiesen
wird, dass noch etwas fehlt oder gefragt wird, ob bereits alle Méglichkeiten gefunden wurden.
Im Anschluss wird die Aufgabe erweitert und es missen drei aus vier Sorten gewéhlt werden.

Die Reihenfolge ist wieder wichtig (Kipman, 2015, S. 60 f.).

Auch Schipper et al. (2019b, S. 325) beschreiben eine Aufgabe aus dem Bereich der Variation,
bei der zwei von vier Eissorten ausgewahlt werden. Da das Madchen, welche die Sorten aus-
wahlt, eine Feinschmeckerin ist, ist es flir sie wichtig, ob sie zuerst Vanille und anschlieBend

Schokolade isst oder umgekehrt. Diese Aufgabenstellung veranschaulicht die Abbildung anbei.

Die Eisdiele bietet vier verschiedene Eissorten an. Klara
mochte zwei Kugeln Eis unterschiedlicher Sorten in ei-
nem Hornchen haben. Als Feinschmeckerin ist es fiir sie
ein grofler Unterschied, ob sie z.B. zuerst Vanille, dann
Schokolade schlecken kann oder umgekehrt. Wie viele
verschiedene Auswahlmoglichkeiten hat sie?

Abbildung 19: Eiskugeln (Schipper et al., 2019b, S. 325)

Gefragt wird nach der Anzahl der Moglichkeiten, um sich ein Eis auszusuchen. Die Aufgabe
kann im Unterricht spielerisch erarbeitet werden, indem ein Kind Eisverkaufer*in spielt und
die vier Sorten mit Plattchen unterschiedlicher Farben dargestellt werden. Die Anfangsbuch-
staben der Sorten kdnnen in einer Vorlage eingetragen werden. Im Anschluss suchen die Kin-
der in Partnerarbeit die weiteren Moglichkeiten, ehe diese in einer Mathematikkonferenz vor-
gestellt und an der Tafel notiert werden. Bei einer systematischen Auflistung ist es leichter zu

erkennen, ob alle Kombinationen gefunden wurden (Schipper et al., 2019b, S. 325).
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5.4.2 Weihnachtsbasteln

In der Schule findet ein Weihnachtsbasar statt, fiir welchen Anhanger gebastelt werden. Hier-
flr wurden Sterne, Kugeln sowie Glocken ausgeschnitten. Je zwei dieser Elemente werden zu
einem Anhdnger zusammengefiigt. Aufgabe ist es herauszufinden, wie viele verschiedene

Weihnachtsanhdnger gestaltet werden kénnen (Eichhorn, 2024, S. 22).

Die Aufgabe Weihnachtsbasteln kann der kombinatorischen Figur der Variation mit Wieder-
holung zugeordnet werden. Insgesamt gibt es 32 = 3 - 3 = 9 Méglichkeiten. Mit Legematerial
konnen gemeinsam verschiedene Moglichkeiten gefunden werden. Wesentlich ist hierbei die
Reihenfolge. Eine Glocke oben und ein Stern unten ergeben einen anderen Anhdnger als ein

Stern oben und eine Glocke unten. Zudem kénnen auch Doppelungen vorkommen.

‘ ‘j ‘\ ” \ oale die Sterne, Kugeln und Glocken unten an und schnaide sie ous.

v ligeb . s rot o . :silberigrau

[ | Finde verschisdere Anhanger mit immer zwei Teilen. Male sis an die Schnur.
g

Abbildung 20: Weihnachtsbasteln (Eichhorn, 2024, S. 22)

In einem ersten Schritt finden die Schiler*innen enaktiv verschiedene Moglichkeiten mit Ma-
terial und halten diese auf der ikonischen Ebene in einer Auflistung fest. Als Differenzierung
kénnen Lernende auch ohne Legematerial am Arbeitsblatt strukturiert arbeiten. Systematisch
vorgegangen wird, wenn etwa ein Element immer fir oben gewahlt wird und mit allen weite-
ren Elementen kombiniert wird. Es kdnnen aber auch immer zwei Elemente ausgewahlt und
jeweils verschieden angeordnet werden. Wesentlich ist, dass die Ergebnisse sowie die L6-
sungsansatze im Anschluss besprochen und verglichen werden. Doppelte Anhanger missen
dabei erkannt und gestrichen werden. Als Darstellungsmoglichkeit konnen auch ein Baumdi-
agramm oder Tabellen verwendet werden. Fir eine weitere Differenzierung ist eine Erweite-

rung der Anhangerelemente moglich (Eichhorn, 2024, S. 21).
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5.4.3 Fahrradschloss

Die vierte Schulstufe hat demnachst Fahrradprifung. Deshalb hat Tanja zum Geburtstag ein
neues Fahrrad mit einem Zahlenschloss bekommen. Das Schloss bendétigt eine Kombination
aus vier Zahlen, um es zu 6ffnen. Tanja kann sich aber nur mehr an die erste und die zweite
Zahl erinnern — die erste Zahl war eine null und die zweite Zahl eine flinf. Sie weill noch, dass
die restlichen beiden Zahlen gréRer als fiinf waren. Gefragt wird nach der Anzahl der Moglich-

keiten, welche sie probieren kann (Eichhorn, 2024, S. 37).

Jene Aufgabe ist der Variation mit Wiederholung zuzuordnen. Aus einer Menge, in diesem Fall
aus Ziffern, werden je zwei gewahlt und so angeordnet, dass die Reihenfolge wichtig ist. So-
wohl fiir die dritte als auch fir die vierte Zahl gibt es vier Moéglichkeiten. Die Ziffern sechs,
sieben, acht oder neun kénnen probiert werden. Daher ergeben sich gesamt 42=4 -4 =16
Moglichkeiten. Wichtig ist, dass Ziffern doppelt vorkommen kdnnen und dass geklart wird,

warum nur die Ziffern von sechs bis neun verwendet werden (Eichhorn, 2024, S. 37).

In einem ersten Schritt konnen Ziffern ausgeschnitten, aufgelegt und gefundene Kombinatio-
nen notiert werden. Auf der enaktiven Ebene werden mithilfe von Legematerialien verschie-
dene Reihenfolgen ausfindig gemacht. Da mit dem Material nur eine Moglichkeit aufgelegt
werden kann, ist es notwendig, die Zahlenkombinationen zu notieren. Als Differenzierung ist
moglich, dass die Schiler*innen ohne Legematerial arbeiten und die Moglichkeiten sofort
strukturiert notieren. Systemtisch vorgegangen wird beispielsweise, wenn eine Ziffer festge-
halten und durch jeweils eine andere erganzt wird. Im Anschluss kdnnen die Losungsansatze
verglichen werden (Eichhorn, 2024, S. 37).

(| Sehnelde dos Legemeterial unten aus und lege die verschiadanan Méglichkeitan in
L2 das Zahlenschloss.

O 4

: / Halte die Kombinationen, die du gefunden hast, hier fest,

[ [ov os
e [os 05 05
0?— T _TF-_- 05 0s
los o8 05 0§
‘,IJ & - 0 5 g 05 i 77675 S|
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6:7:8/96:78 9

Abbildung 21: Fahrradschloss (Eichhorn, 2024, S. 38)
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Weiterfihrend kénnen ein Baumdiagramm oder eine Tabelle verwendet werden. Hierfur
empfiehlt sich jedoch eine gemeinsame Arbeit mit Legematerial oder etwa mit dem Smart-
board. Als Differenzierung konnen die Lernenden (iberlegen, wie sich ihre Darstellung veran-
dert, wenn jede Ziffer nur einmal verwendet werden darf oder wie viele Moglichkeiten es gibt,
wenn die Ziffern von null bis neun eingesetzt werden kdnnen. Je nach dem gewiinschten Maf

der Differenzierung kann die Anzahl der Ziffern variiert werden (Eichhorn, 2024, S. 37).

5.4.4 So viele Zahlen

Das Beispiel So viele Zahlen soll das Wissen tiber natiirliche Zahlen ausbauen und Zusammen-
hange des Zahlenraums erschlieRen. Es eignet sich flir Schiller*innen der dritten und vierten
Schulstufe und besteht aus funf Aufgaben. Die Erste fragt danach, wie viele zweistellige Zahlen
es gibt. Gedankengénge der Lernenden kdnnen hierbei etwa sein, dass auf der Hundertertafel
alle Zahlen mit Ausnahme der Zahlen bis zehn sowie die 100 gestrichen werden und somit 90
Zahlen (brigbleiben. Weiters kdnnen die Schiiler*innen daran denken, dass an der Zehner-
stelle die Ziffern von eins bis neun stehen konnen und an der Einerstelle jene von null bis neun.
Somit gibt es an der Zehnerstelle neun und an der Einerstelle zehn Méglichkeiten, woraus sich
9 - 10 = 90 Moglichkeiten ergeben. Als dritten Gedankengang kann so vorgegangen werden,
dass die erste zweistellige Zahl die zehn ist und 19 die letzte zweistellige Zahl, die eine eins an
der Zehnerstelle hat. Insgesamt gibt es also zehn Mdoglichkeiten mit der eins an der Zehner-
stelle. Mit der zwei an der Zehnerstelle gibt es erneut zehn Moglichkeiten. Somit ergeben sich
9 - 10 = 90 Moglichkeiten. Es ist jedoch auch denkbar, dass Schiler*innen alle Zahlen auf-
schreiben und zahlen, was jedoch sehr lange dauern wird. Wesentlich ist, dass alle Herange-

hensweisen erldutert und besprochen werden (Klunter et al., 2020b, S. 70 ff.).

In einer zweiten Aufgabe sollen alle dreistelligen Zahlen, welche aus Ziffernkartchen mit den
Ziffern eins, zwei, sechs und sieben gelegt werden kénnen, gefunden werden. Diese Aufgabe
lasst sich der kombinatorischen Figur der Variation ohne Wiederholung zuordnen, da jede Zif-
fernkarte nur einmal verwendet werden kann. Der Lésungsweg steht frei. Aufgrund einer ge-
ringen Anzahl konnen alle dreistelligen Zahlen aufgelistet werden. Steht die Ziffer eins an der
Hunderterstelle, gibt es sechs Moglichkeiten. Dies wird anschlieBRend mit den drei weiteren
Ziffern wiederholt. Somit ergeben sich 4 - 6 = 24 Moglichkeiten (Klunter et al., 2020b, S. 70 ff.).

Die dritte Aufgabe fragt nach der kleinsten und nach der groRten dreistelligen Zahl. Diese
Frage sollte fur die Lernenden relativ einfach zu beantworten sein. Weiters miissen die Ler-
nenden angeben, wie viele dreistellige Zahlen es insgesamt gibt und ihr Vorgehen hierfir er-
klaren. Fur die Losung dieser Aufgabe ist eine Verallgemeinerung der ersten Aufgabe notwen-

dig. Jede Ziffer kann auch mehrmals in der Zahl vorkommen, weshalb es sich um eine Variation
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mit Wiederholung handelt. Fir die Hunderterstelle ergeben sich insgesamt neun Moglichkei-
ten, da die Ziffer null an dieser nicht stehen kann. Fiir die Zehnerstelle und fiir die Einerstelle
gibt es je zehn Moglichkeiten, woraus sich 9 - 10 - 10 = 900 Moglichkeiten fir das Bilden von
dreistelligen Zahlen ergeben. Zuletzt wird nachgefragt, wie oft die Ziffer drei bei dreistelligen
Zahlen vorkommen kann. Fir diese Aufgabe ist ein strategisches Vorgehen notwendig. Die
Aufgabe ist sehr komplex und wird nicht von allen Schiiler*innen gelost werden kénnen. Da-

her sollten auch Teilerfolge positiv bewertet werden (Klunter et al., 2020b, S. 70 ff.).

5.5 Resiimee

Ziel dieses Kapitels ist es praktische Unterrichtsbeispiele und ihre konkrete Umsetzung aus
dem Bereich der Kombinatorik in der Volksschule naher darzulegen. Wesentlich ist, dass gute
Beispiele Schiiler*innen emotional ansprechen, von ihnen handelnd und auf verschiedene
Weisen bearbeitet werden kénnen und dass Lésungen auf verschiedenen Ebenen dargelegt
werden kdnnen. In der Primarstufe zielt der kombinatorische Unterricht darauf ab, die Fahig-
keit der Schiler*innen zur systematischen Probleml6sung zu fordern, indem Aufgaben wie-
derholt und bekannte Strukturen erkannt werden. Statt eine grof3e Vielfalt an Aufgabentypen
einzusetzen, sollte der Fokus auf einer intensiven und variantenreichen Bearbeitung ausge-
wahlter Beispiele liegen. Durch vielfache Verdnderungen, etwa durch das Hinzufligen von wei-
teren Ziffern oder Bausteinen, konnen Aufgabenbeispiele in ihrem Schwierigkeitsgrad ange-
passt werden. Allgemein wird empfohlen, mit Permutationsaufgaben zu beginnen, wenn-
gleich Schiiler*innen auch in den Bereichen der Kombination und der Variation Erfahrungen
sammeln sollen. Nach der theoretischen Auseinandersetzung mit der Kombinatorik in der Pri-
marstufe in den vorherigen Abschnitten, wird im folgenden Kapitel die empirische Untersu-

chung ndher beschrieben.
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6 Empirische Untersuchung

Das folgende Kapitel beschaftigt sich mit der empirischen Forschung der vorliegenden Arbeit.
Zunachst werden das Setting sowie die zentralen Forschungsfragen vorgestellt. AnschlieRend
folgt eine Erlduterung der Forschungsmethoden — der quantitativen Methode mittels Testbo-
gens sowie der qualitativen Methode des lauten Denkens. Dariber hinaus wird das For-
schungsinstrument der empirischen Untersuchung, der Testbogen, dargelegt und mit Litera-
tur verknlipft, ehe eine Beschreibung der Auswertungsmethode folgt. Zum Abschluss dieses
Kapitels werden die Durchfiihrung der Untersuchung sowie ihre Besonderheiten genauer aus-

gefiihrt.

6.1 Setting

Um die zwei zentralen Forschungsfragen ,Wie losen Schiilerinnen und Schiiler der vierten
Schulstufe kombinatorische Aufgaben? Welche Losungsstrategien und Darstellungsformen
treten bei Schiilerinnen und Schiiler der vierten Schulstufe beim Losen von kombinatori-
schen Aufgabenstellungen auf?“ beantworten zu kdnnen, wird eine empirische Untersuchung
mit vierten Schulstufen an gesamt sieben Volksschulen in den Bezirken Horn, Waidhofen an
der Thaya und Zwettl durchgefiihrt. Nach dem Einholen der Zustimmung fiir die Forschung bei
den jeweiligen Schulleitungen und Klassenlehrpersonen, nach der Bewilligung der Forschung
vonseiten der Bildungsdirektion Niederdsterreich (siehe Anhang) sowie nach dem Einsam-
meln von Einverstandniserklarungen der Erziehungsberechtigten (siehe Anhang), fand die Un-
tersuchung an sieben separaten Vormittagen im Februar und Marz 2025 statt. Insgesamt nah-
men 65 Schiiler*innen, darunter 35 Madchen und 30 Buben, im Alter von neun bis zehn Jahren
an der Untersuchung teil. Die Tabelle anbei veranschaulicht die Geschlechterverteilung der

Teilnehmer*innen.

Geschlecht Anzahl

weiblich 35
mannlich 30
keine Angabe 0
Gesamt 65

Tabelle 4: Geschlechterverteilung

Fiir die Untersuchung wurden ganze Schulklassen aufgrund ihres Standortes ausgewahlt. Da-

her fand im Vorfeld keine Selektion der Schiiler*innen statt. Alle Kinder, deren Eltern die Ein-
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verstandniserklarung unterzeichneten, nahmen an der Untersuchung teil. Die Erziehungsbe-
rechtigten hatten hierbei die Auswahl anzukreuzen, ob ihr Kind nur den Testbogen ausfiillen
darf oder ob es berechtigt ist, sowohl beim Testbogen als auch beim lauten Denken Teil der

Forschung sein zu dirfen.

6.2 Forschungsmethoden

Um die Forschungsfragen umfassend beantworten zu kénnen, wird mit dem Ansatz der
Mixed-Methods gearbeitet. ,Mixed Methods bezeichnet eine Forschungsmethode, die eine
Kombination von Elementen qualitativer und quantitativer Forschungstraditionen beinhaltet,
typischerweise [...] innerhalb einer Untersuchung.” (Hussy et al., 2013, S. 290) Bei den Mixed
Methods werden qualitative und quantitative Forschungsinstrumente kombiniert, um spezifi-
sche Schwiéchen einzelner Methoden zu kompensieren und so das vielschichtige und kom-
plexe Feld der Schule weitreichend zu erforschen. Vorgegangen wird in der vorliegenden For-
schung nach dem Triangulationsmodell, bei welchem in der Analyse die beiden Forschungs-
methoden verschriankt werden und die Forschungsfrage aus verschiedenen Blickwinkeln be-
trachtet wird. Ziel ist hierbei, dass sich die Erkenntnisse der beiden Untersuchungen gegen-
seitig stlitzen und erganzen (Glaser-Zikuda et al., 2012, S. 7 ff.). Verknlipft wird die quantitative

Methode des Testbogens mit der qualitativen Methode des lauten Denkens.

6.2.1 Quantitative Untersuchung mittels Testbogen

Bei einer quantitativen Untersuchung wird die Erfahrungsrealitdt numerisch dargelegt. Es
werden also numerische Daten statistisch analysiert (Bortz & Déring, 2006, S. 296 ff.). In der
vorliegenden Masterarbeit wird ein Testbogen als quantitative Untersuchungsmethode ver-
wendet. Ein Test ist ein standardisiertes wissenschaftliches Verfahren, welches eines oder
mehrere Merkmale, die empirisch unterschieden werden kdnnen, erfasst. Dabei wird das Ziel
verfolgt, moglichst prazise quantitative Aussagen liber den relativen Auspragungsgrad der
Merkmale zu treffen (Hussy et al., 2013, S. 81). Tests konzentrieren sich dabei auf Inhalte und
nicht etwa auf den Personlichkeitsbereich (Bortz & Doring, 2006, S. 191). Ein Testbogen be-
steht aus verschiedenen Aufgaben oder Fragen, welche auch Items genannt werden. Diese
werden von Personen mit unterschiedlichen Eigenschaften sowie Fahigkeiten auf verschie-
dene Weisen geldst oder beantwortet (Hussy et al., 2013, S. 81). In der vorliegenden Master-
arbeit handelt es sich dabei um einen Leistungstest, da die Aufgaben als richtig oder falsch
gewertet werden. Konkret bedeutet dies, dass ein BeurteilungsmaRstab vorliegt (Bortz & Do6-
ring, 2006, S. 190).
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6.2.2 Qualitative Untersuchung mittels Lauten Denken

Bei qualitativen Untersuchungen wird die Erfahrungsrealitat verbalisiert aufgezeigt und nicht-
numerische, verbale Daten, werden interpretiert (Bortz & Doring, 2006, S. 296 ff.). In der vor-
liegenden Arbeit wird die qualitative Methode des lauten Denkens verwendet. ,,Das laute Den-
ken dient der Erfassung kognitiver Prozesse. Die Befragten werden aufgefordert, alles laut zu
verbalisieren, was ihnen bei der Bearbeitung einer vorgegebenen Aufgabe durch den Kopf
geht.” (Hussy et al., 2013, S. 236) So wird ermoglicht, dass ,,Einblicke in die Gedanken, Gefilihle
und Absichten einer lernenden und/oder denkenden Person” (Konrad, 2020, S. 374) erhalten
werden. Daher findet das laute Denken hauptsachlich Anwendung bei der Analyse von Lern-,
Denk- oder Problemldseprozessen sowie auch bei der Kompetenzmodellierung und beim Ana-
lysieren von Unterricht (Sandmann, 2014, S. 179). Es zielt darauf ab, Denk- sowie Bearbei-
tungsprozesse wahrend dem Losen von Aufgaben besser zu verstehen (Konrad, 2020, S. 373).
Im Rahmen samtlicher Formen der Verbalisation ist das laute Denken die offenste Form, wel-
che ihren Ursprung in der Denkpsychologie hat. Unerfahrene duRern ihre Gedanken, ohne
diese dabei zu reflektieren. Vorteil ist hierbei, dass die Befragten eine konkrete Situation selbst

erleben und somit ihre Uberlegungen verbalisieren kénnen (Bilandzic, 2017, S. 406 f.).

Beim lauten Denken werden also Gedanken parallel zu einer sogenannten Primaraufgabe,
etwa einer Rechenaufgabe, verbalisiert. Unterschieden wird hierbei zwischen einem gleich-
zeitigen lauten Denken, welches wahrend der Primaraufgabe stattfindet, und einem nachtrég-
lichen lauten Denken (Bilandzic, 2017, S. 406), welches Hussy et al. (2013, S. 237) auch als
postaktives lautes Denken bezeichnen. In der vorliegenden Arbeit wird die Methode des post-
aktiven lauten Denkens verwendet. Die teilnehmenden Schiler*innen sollen zunachst die Auf-
gabe bearbeiten und anschlieBend ihre Gedanken verbal ausdriicken, die ihnen beim Bearbei-
ten der Aufgabe durch den Kopf gingen (Hussy et al., 2013, S. 237). Bei dieser Form des retro-
spektiven lauten Denkens werden die Gedanken der Teilnehmer*innen direkt nach der Hand-
lung verbal ausgedriickt (Sandmann, 2014, S. 179). Hierbei spielt die Instruktion der intervie-
wenden Person eine wesentliche Rolle. Diese ist beim lauten Denken eher einfach gehalten.
Die befragten Personen werden durch einfache Instruktionen explizit zum lauten Denken an-
gehalten (Bilandzic, 2017, S. 407), wie etwa durch die Aufforderung, dass laut gedacht oder
alles ausgesprochen werden soll, was durch den Kopf geht (Sandmann, 2014, S. 180; Bilandzic,
2017, S. 407). Fragen nach dem Warum oder eine Anweisung, dass ein Sachverhalt ndher er-
lautert werden soll, sind nicht angebracht, da diese einen Reflexionsprozess initiieren. Viel-
mebhr ist es sinnvoll, die Befragten bereits zu Beginn darauf hinzuweisen, alle Gedanken laut
auszusprechen (Bilandzic, 2017, S. 407 f.).
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Wahrend der Erhebung entstehen Video- oder Audioaufnahmen, welche anschlieBend
transkribiert werden (Sandmann, 2014, S. 179). Jene Verbalprotokolle, die dabei entstehen,
sind valide, sofern diese den gesamten Prozess wiedergeben (Bilandzic, 2017, S. 408). Die ver-
balen Daten werden in einem weiteren Schritt mithilfe von theoretischen Konzepten katego-
rienbasiert analysiert und unter Einbeziehung weiterer Datenquellen und statistischer Verfah-

ren evidenzgestitzt interpretiert (Sandmann, 2014, S. 179).

6.3 Forschungsinstrument

Grundlage der empirischen Forschung ist ein Testbogen, welcher von allen an der Studie teil-
nehmenden Schiiler*innen selbststandig bearbeitet wird. Der Testbogen besteht aus acht un-
terschiedlichen Aufgaben aus dem Bereich der Kombinatorik, wobei jeweils zwei Aufgaben in
verschiedenen Schwierigkeitsstufen — eine mit niedrigerem und eine mit héherem Schwierig-
keitsgrad — der kombinatorischen Figuren der Variation, Kombination, Permutation sowie
dem Aspekt der Multiplikation zuzuordnen sind. Es wurden Aufgaben aus allen kombinatori-
schen Figuren gewahlt, zumal diese beim Ldsen unterschiedliche logische Voraussetzungen
brauchen und so die Gesamtheit der Kombinatorik abgedeckt werden soll. Weiters sollen
eventuelle Unterschiede bei den Losungsstrategien und Darstellungsformen der Schiler*in-

nen zu den verschiedenen kombinatorischen Figuren ausfindig gemacht werden.

Alle acht Aufgaben sind einheitlich aufgebaut und enthalten eine Angabe, ein freies Losungs-
feld, einen Losungssatz und oftmals auch eine Visualisierung. Die Angaben wurden altersge-
recht und klar formuliert und die Fragestellungen so gestaltet, dass sie aus der Lebenswelt der
Schiler*innen stammen, die Lernenden ansprechen und einen Bezug zur Grundlagenliteratur
haben. AulRerdem unterstiitzen kleine Bilder einige Beispiele, um den Schiler*innen beim
Vorstellen der Aufgabe behilflich zu sein und den Kontext der Aufgabenstellung zu verdeutli-
chen. Das freie Losungsfeld steht zum Eintragen der Losung zur Verfligung. Dieses Feld bietet
die Moglichkeit, Einblicke in die individuellen Darstellungsformen sowie Losungsstrategien der

Lernenden zu erhalten.

Zudem beinhaltet jede der acht Aufgaben einen Losungssatz, in welchen die Schiler*innen
die ermittelte Anzahl an Moglichkeiten eintragen sollen. Diese Vorgabe hilft den Lernenden
beim Strukturieren der Ergebnisse. Aullerdem wird die eingetragene Anzahl zur Auswertung
der Testbdgen bendtigt. Jene im Losungssatz eingesetzte Losung wird als richtig oder als falsch
bewertet. Fir jede korrekte Angabe erhalten die Teilnehmenden einen Punkt, fir falsche Ant-
worten keinen Punkt. Zwischenpunkte gibt es bei keiner der acht Aufgaben. Nicht gel6ste Bei-

spiele werden als falsch gewertet.



6 Empirische Untersuchung 88

Ziel des Testbogens ist es, die Testteilnehmer*innen nicht nur zum Lésen der Aufgaben anzu-
regen, sondern auch Einsicht in deren Denkprozesse durch die Darlegung der Losungsstrate-
gien und Darstellungsformen zu ermdglichen. Durch die freie Moglichkeit, das Losungsfeld zu
gestalten, konnen bei der Auswertung Riickschliisse auf Strategien, Darstellungen, Fehlerquel-

len oder Schwierigkeiten gezogen werden.

In den folgenden Unterkapiteln wird zunachst die Erhebung der personlichen Daten genauer

beschrieben, ehe auf die einzelnen Aufgaben naher eingegangen wird.

6.3.1 Personliche Daten

Zunachst erfolgt eine Erhebung der persoénlichen Daten der Testteilnehmer*innen. Hierbei
wird nach dem Geschlecht (Madchen, Bub), nach dem Alter (Ich bin ... Jahre alt), sowie nach
der Selbsteinschatzung in Mathematik (In Mathematik bin ich sehr gut, gut, mittelmaRig oder
nicht so gut) gefragt.

Kombinalorik

Ich bin ... In Mathemalik binich ...
o ein Madchen. lchbin  Jahredll. |o sehr quf. o miftelméBig.
o ein Bub. o quf. o nicht so gut.

Abbildung 22: Persénliche Daten

Die Abfrage der personlichen Daten dient dazu, potenzielle Unterschiede in der Bearbeitung
der Kombinatorikaufgaben aufzuzeigen und die Untersuchungsergebnisse differenziert analy-
sieren zu konnen. Die Erhebung des Geschlechts zielt darauf ab, mogliche geschlechtsspezifi-
sche Disparitaten beim Losen der Aufgaben oder bei der Verwendung der Strategien und Dar-
stellungsweisen hervorzuheben. Hierbei konnten tendenzielle unterschiedliche Herangehens-
weisen von Madchen und Buben ausfindig gemacht werden. Weiters hat die Dokumentation
des Alters der Schiiler*innen den Zweck, potenzielle entwicklungsbedingte Unterschiede in-
nerhalb der vierten Schulstufe darzulegen. Die Selbsteinschdtzung der Leistungen in Mathe-
matik wird erhoben, um Vergleiche mit den Erkenntnissen der Studie Einflussfaktoren auf die
Leistungen in der Kombinatorik von Kipman (2018), welche bereits im Kapitel 3.2.2 ndher dar-
gelegt wurde und zum Ergebnis kommt, dass sowohl die mathematischen Fahigkeiten als auch
das Interesse einen signifikanten Einfluss auf die Leistungen in der Kombinatorik haben (Kip-
man, 2018, S. 141 ff.), ziehen zu kdnnen.



6 Empirische Untersuchung 89

Somit schafft die Erhebung der persénlichen Merkmale der Teilnehmer*innen eine Grundlage,
anhand welcher die Ergebnisse nicht nur allgemein, sondern auch in Hinblick auf gruppenspe-

zifische oder individuelle Unterschiede dargelegt und interpretiert werden kénnen.

6.3.2 Aspekt der Multiplikation

Im Folgenden werden jene zwei Testaufgaben — Schneemann und Speisekarte — vorgestellt,
welche dem Aspekt der Multiplikation zugeordnet werden kénnen. Schneemann ist hierbei
das leichtere Beispiel, Speisekarte jenes mit einem hoheren Schwierigkeitsgrad. Bei Aufgaben
aus dem Bereich des Aspektes der Multiplikation erfolgt ein geschicktes Abzahlen in verschie-
denen Stufen, wobei auf jeder Stufe die Frage nach der Anzahl der Entscheidungsmdoglichkei-

ten geklart werden muss (Neubert, 2019c, S. 9).

6.3.2.1 Schneemann

Das Testbeispiel Schneemann wurde in Anlehnung an jene im Kapitel 5.1.2 beschriebene Auf-

gabe von Klunter et al. (202043, S. 23) erstellt.

1a) Schneemann
Endlich hat es geschneit. Die Kinder bauen Schneeménner. Sie haben einen rolen, einen @ Py

orangen und einen blauen Topf fiir den Kopf und einen braunen und einen Besen.

Wie viele verschiedene Schneeménner kénnen die Kinder damit bauen®

Meine Losung

Die Kinder kénnen verschiedene Schneemanner bauen.

Abbildung 23: 1a) Schneemann

Die Aufgabe 1a kann als richtig angesehen werden, wenn im Antwortsatz eingesetzt wird, dass
sechs verschiedene Schneemaénner gebaut werden kdnnen. Wesentlich ist bei dieser Aufgabe,
dass es fur die Wahl der Kopfbedeckung drei (rot, orange, blau) und fiir den Besen zwei ver-
schiedene Moglichkeiten (braun, gelb) gibt. Jede Kombination eines Topfs und eines Besens

ist moglich, weshalb sich 3 - 2 = 6 Moglichkeiten ergeben.
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6.3.2.2 Speisekarte

Die Testaufgabe Speisekarte basiert auf dem im Kapitel 5.1.4 beschriebenen Beispiel von
Schipper et al. (2019b, S. 320). Wahrend die Aufgabe 1a) ein Beispiel mit einem zweistufigen
Entscheidungsprozess ist, ist in der Aufgabe 1b) ein dreistufiger Entscheidungsprozess not-

wendig, weshalb diese Aufgabe einen hoheren Schwierigkeitsgrad hat.

1b) Speisekarte
Beim Mittagessen im Wirshaus gibl es zwei Suppen, drei Hauplspeisen und zwei Nachspeisen zu
Auswahl. Es muss immer eine Suppe, eine Haupispeise und eine Nachspeise gewdhlf werden. Wie viele
verschiedene Maglichkeifen gibt es das Mittagessen auszuwéhlen®
Suppen Hauplspeisen Nachspeisen
Knoblauchsuppe Schnifzel Schokokuchen
Friﬁofensuppe Spogheﬁi Himbeerforfe
Pizza
Meine Lésung
Es gibl __ Maglichkeifen, eine Suppe, eine Hauplspeise und eine Nachspeise auszuwdhlen.

Abbildung 24: 1b) Speisekarte

Die Aufgabe 1b) kann als richtig gewertet werden, wenn die Schiler*innen einsetzen, dass es
zwolf Moglichkeiten gibt, eine Suppe, eine Hauptspeise und eine Nachspeise auszuwahlen.
Zur Auswahl stehen zwei Suppen (Knoblauchsuppe, Frittatensuppe), drei Hauptspeisen
(Schnitzel, Spaghetti, Pizza) und drei Nachspeisen (Schokokuchen, Himbeertorte). Aufgrund
dessen, dass kein Gang ausgelassen werden darf, werden die Anzahl der Auswahlmoglichkei-
ten aus den drei Entscheidungsprozessen multipliziert, weshalb sich 2 - 3 - 2 = 12 Mdglichkei-

ten ergeben.
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6.3.3 Permutation

Die Aufgaben Spaziergang der Tiere und Fenster schmiicken gehéren dem Bereich der Permu-
tation an, wobei das erste Beispiel die leichtere und die zweite Aufgabe, aufgrund einer gro-
Reren Anzahl an Mdglichkeiten, die schwierigere ist. Bei Permutationsaufgaben werden im-

mer alle Elemente angeordnet (Schmidt, 2015, S. 56).

6.3.3.1 Spaziergang der Tiere

Das Testbeispiel Spaziergang der Tiere wurde in Anlehnung an die Aufgabe Tiere aus dem Ka-
pitel 5.2.3 von Kipman (2015, S. 61) und Neubert (2024, S. 94 f.) erstellt. Zur Auswahl stehen
drei Elemente, wobei ein Element fixiert wird, indem ein Tier immer das erste sein mochte.
Daher kdnnen nur zwei Elemente vertauscht werden. Fir ein besseres Verstandnis steht hier

eine Visualisierung zur Verfligung.

2a) Spaziergang der Tiere o j
Die Giraffe, der Elefant und das Zebra machen einen Spaziergang. ‘*f{jm @@
Dazu sfellen sich die Tiere in einer Reihe hinfereinander auf. Der Elefant méche unbedingt das erste

Tier sein. Wie viele Mglichkeifen haben die anderen zwei Tiere sich dahinfer aufzustellen®

Meine Losung

Es gibf ___ verschiedene Maglichkeifen, dass sich die Tiere in einer Reihe aufstellen.

Abbildung 25: 2a) Spaziergang der Tiere

Die Aufgabe Spaziergang der Tiere wird als richtig bewertet, wenn die Teilnehmer*innen der
Untersuchung zur Lésung kommen, dass es zwei verschiedene Moglichkeiten gibt, wie sich die
Tiere in einer Reihe aufstellen. Da der Elefant der Erste sein mochte, steht seine Position fest
und muss beim Ermitteln der Mdéglichkeiten nicht mehr beriicksichtigt werden. Wesentlich ist
daher nur die Anordnung des Zebras und der Giraffe, wobei es zwei Mdéglichkeiten gibt: Das

Zebra steht vor der Giraffe. Die Giraffe steht vor dem Zebra.
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6.3.3.2 Fenster schmiicken

Die Testaufgabe 2b), Fenster schmiicken, basiert auf dem von Breiter et al. (2009, S. 56) im
Kapitel 5.2.1. beschriebenen Beispiel und kann als schwierigere Permutationsaufgabe be-
schrieben werden. Bei dieser Aufgabe werden drei Elemente angeordnet. Zur Visualisierung

steht ein Bild zur Verfligung.

2b) Fensler schmiicken .
Jedes Kind hat drei unlerschiedliche Sterne — einen , einen orangefarbenen ﬁﬁi\(

und einen rofen Stern. Es gibt verschiedene Méglichkeifen, die Sterne nebeneinander ans Fensler zu

hangen. Wie viele Moglichkeilen gibf es®

Meine Lésung:

Es gibt Méglichkeifen, die drei Sterne nebeneinander aufzuhéngen.

Abbildung 26: 2b) Fenster schmiicken

Die Aufgabe 2b) wird als richtig angesehen, wenn die Schiiler*innen angeben, dass die Sterne
auf sechs verschiedene Weisen nebeneinander angeordnet werden kdnnen. Es gibt drei un-
terschiedliche Sterne (gelb, orange, rot), welche alle aufgehdangt werden missen. Die Aufgabe
zielt somit darauf ab, die Reihenfolge der Sterne zu bestimmen, weshalb die Anzahl der Per-
mutationen dieser ermittelt werden mussen. Rechnerisch kann diese von drei unterschiedli-

chen Sternen mit 3! =3 -2 -1 =6 angegeben werden.

6.3.4 Kombination

Schlittenrennen und Hdnde schiitteln sind jene zwei Testaufgaben, die der kombinatorischen
Figur der Kombination zugeordnet werden kdnnen, bei welcher nicht alle Elemente angeord-
net werden (Schmidt, 2015, S. 56) und auch die Reihenfolge nicht wichtig ist (Kipman, 2018,
S.133).
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6.3.4.1 Schlittenrennen

Die Aufgabe 3a), das Schlittenrennen, wurde fir den Testbogen in Anlehnung an Breiter et al.
(2009, S. 56) erstellt und bereits im Kapitel 5.3.1 genauer beschrieben. Wesentlich ist, dass es
sich hierbei um eine Kombination ohne Wiederholung handelt (Breiter et al., 2009, S. 56). Au-

Rerdem ist wichtig, dass immer nur ein Kind auf einem Schlitten sitzt.

3a) Schlittenrennen —
Julian, Sophie, Laura und Melanie wollen mif zwei Schliffen Rennen fahren. ‘gi

Auf jedem Schliften sitzt immer ein Kind. Wie viele Rennen muss es geben, damit jedes Kind gegen

jedes Kind gefahren ist®

Meine Lésung

Es giblf ___ Rennen, wenn jedes Kind gegen jedes Kind fahrt.

Abbildung 27: 3a) Schlittenrennen

Die Aufgabe 3a) wird als richtig gewertet, wenn die Testteilnehmer*innen angeben, dass es
sechs Rennen geben muss, wenn jedes gegen jedes Kind fahrt. Vier Kinder haben zwei Schlit-
ten zur Verfluigung, wobei immer nur ein Kind auf einem Schlitten sitzen kann, weshalb immer
nur zwei Kinder gleichzeitig fahren. Ermittelt werden muss, wie viele verschiedene Paare aus
den Vieren gebildet werden kénnen. Die Reihenfolge dieser spielt keine Rolle, weshalb es sich
um eine Kombination handelt. Eine Kombination ohne Wiederholung liegt vor, da beispiels-

weise das Rennen Julian gegen Sophie das gleiche Rennen ist, wie Sophie gegen Julian. Rech-

| .
4 =23, 6 ermittelt werden.
(4-2)1-2! 2-1

nerisch kann das Aufgabenbeispiel mit (;) =

6.3.4.2 Hdinde schiitteln

Die Aufgabe Hdnde schiitteln orientiert sich an jenem Beispiel von Quak (2010, S. 63), welches

im Kapitel 5.3.3 ndher thematisiert wurde. Wesentlich ist, dass aus einer Elementmenge Paare
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gebildet werden (2010, S. 63). Die grofRe Herausforderung liegt darin, Doppelungen zu strei-
chen.

3b) Hande schiilteln
Anlon feierf Geburlslag. Er édt seine Freunde Bemhard, Clara, David und Elisa ein.

Bei der BegriiBung geben sich alle 5 Kinder die Hand. Wie oft werden die Hande geschiitfel?

Meine Lésung

Es werden -mal die Hande geschuffelt.

Abbildung 28: 3b) Hdnde schiitteln

Das Beispiel kann als richtig gewertet werden, wenn die Schiiler*innen zur Erkenntnis kom-
men, dass sich die Kinder zehnmal die Hande geben kdénnen. Da sich alle finf Kinder die Hande
geben, werden immer Zweierpaarungen ermittelt. Daher ist es Aufgabe, die Anzahl der Paa-
rungen aus finf Personen zu ermitteln. Aufgrund dessen, dass es keine Rolle spielt, wer zuerst
die Hand reicht, handelt es sich um eine Aufgabe, bei der die Reihenfolge unwesentlich ist.
Daher ist es eine Kombinationsaufgabe. Weiters missen Doppelungen gestrichen werden,

weshalb es eine Kombination ohne Wiederholung ist. Rechnerisch kann die Aufgabe mit (;) =

51 5-4 .
Gz =o3" 10 ermittelt werden.

6.3.5 Variation

Weihnachtsbasteln und Fahrradschloss sind jene Aufgaben am Testbogen, die der Variation
zugeschrieben werden kdonnen, wobei die erste Aufgabe jene mit einem niedrigeren Schwie-
rigkeitsgrad ist und die zweite jene mit einem héheren. Bei Aufgaben der Variation handelt es
sich immer um ungeordnete Stichproben, wobei die Reihenfolge der Anordnung wesentlich
ist (Mende, 2020, S. 1). Weiters werden weniger Elemente ausgewahlt als zur Verfligung ste-
hen (Kipman, 2018, S. 133).
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6.3.5.1 Weihnachtsbasteln

Die Erstellung der Aufgabe Weihnachtsbasteln erfolgte in Anlehnung an Eichhorn (2024, S.

22), welche bereits im Kapitel 5.4.2 vorgestellt wurde.

4a) Weihnachisbasteln \L/
Die Kinder haben viele Sleme, viele Kugeln und viele Glocken ausgeschnitten. Sie wollen jefzt

Anhénger mit immer zwei Teilen basteln. Wie viele verschiedene Anhénger kénnen sie basteln® ==

Meine Lésung

Sie kénnen verschiedene Anhénger basteln.

Abbildung 29: 4a) Weihnachtsbasteln

Die Aufgabe kann als richtig bewertet werden, wenn die Schiiler*innen zum Ergebnis kom-
men, dass neun verschiedene Anhdnger gebastelt werden kénnen. Aufgrund dessen, dass
viele Elemente (Sterne, Kugeln, Glocken) zur Verfligung stehen, handelt es sich um eine Vari-
ation mit Wiederholung. Gesucht werden die moglichen Zweierkombinationen aus den drei
Teilen. Die Reihenfolge der Anordnung ist wesentlich, da beispielsweise zuerst eine Glocke
und dann ein Stern einen anderen Anhanger darstellt als zuerst ein Stern und dann eine Glo-
cke. Zudem gibt es auch die Moéglichkeit, dass zwei Sterne einen Anhanger bilden. Rechnerisch

kann die Anzahl der Méglichkeiten 32 = 3 - 3 = 9 berechnet werden.

6.3.5.2 Fahrradschloss

Die Aufgabe Fahrradschloss ist die schwierigere Variationsaufgabe am Testbogen. Sie orien-
tiert sich an der im Kapitel 5.4.3 beschrieben Aufgabe von Eichhorn (2024, S. 37). Die bildliche

Visualisierung soll den Lernenden helfen, die Angabe zu verstehen.




6 Empirische Untersuchung 96

4b) Fahrradschloss

Bei einem Fahrradschloss miissen vier Zahlen eingesfellt werden,
damif es gesffnet werden kann. Leider hat Nina einige Zahlen vergessen.

Sie weil} noch, dass die erste Zahl eine 0 war und die zweite Zahl war eine 4.

Die drifle und vierle Zahl isf jeweils groBer als 5. Wie viele Maglichkeifen gibt es?

Meine Lésung

Esgibf __ Moglichkeiten.

Abbildung 30: 4b) Fahrradschloss

Die Aufgabe ist richtig, wenn angegeben wird, dass es 16 Moglichkeiten gibt. Da die ersten
zwei Zahlen des Fahrradschlosses bekannt sind, spielen sie bei dieser Aufgabe keine Rolle. Die
Konzentration muss auf die dritte und vierte Zahl gelegt werden. Hierbei ist bekannt, dass
diese grofRer als funf sind, daher kdnnen diese sechs, sieben, acht oder neun sein. Die dritte
und vierte Zahl sind unabhangig voneinander. Daher gibt es vier mogliche Werte fiir jede der

beiden unbekannten Zahlen. Rechnerisch ergeben sich daher 4% = 4 - 4 = 16 Méglichkeiten.

6.4 Auswertungsmethode

Die Auswertung der empirischen Untersuchung findet, wie bereits im Kapitel 6.2. naher erlau-
tert, unter einem Mixed-Methods-Ansatz statt. Hierflir werden zunachst die schriftlich gesam-

melten Daten der Testbdgen quantitativ ausgewertet und deskriptiv dargestellt.

Aufgrund dessen, dass sich Losungsprozesse von Schiler*innen der Primarstufe unter ver-
schiedenen Aspekten beleuchten lassen (Neubert, 2019b, S. 46) und eine umfassende Analyse
angestrebt wird, werden weiters die verbalen Daten, welche beim lauten Denken gesammelt
und anschliefend handschriftlich transkribiert wurden, sowie die Begriindungen, Darstel-
lungsformen und Losungswege, welche die Teilnehmer*innen am Testbogen im leeren L6-

sungsfeld eingetragen haben, einer qualitativen Inhaltsanalyse unterzogen und mit Hilfe eines
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zuvor festgelegten Kategoriensystems ausgewertet und interpretiert. Die qualitative Inhalts-
analyse zielt darauf ab, dass Material analysiert wird, welches aus irgendeiner Form von Kom-
munikation kommt (Mayring, 2015, S. 11), im Falle der vorliegenden Arbeit vom lauten Denken
sowie von den Eintragungen im Losungsfeld am Testbogen. Es erfolgt eine Textanalyse nach
zuvor festgelegten Regeln, welche an die Fragestellung angepasst werden. Wesentlich ist bei
der Analyse ein Kategoriensystem, welches die Aspekte der Auswertung in Kurzform darstellt
und genau definiert wurde. Textstellen werden Kategorien zugeordnet, weshalb sich eine re-
gelgeleitete Interpretation ergibt. Kategorien kdnnen deduktiv und theoriegeleitet vor der Un-

tersuchung, oder induktiv nach der Forschung, festgelegt werden (Mayring, 2020, S. 498).
Fir die vorliegende Arbeit wurden deduktiv folgende Kategorien theoriegeleitet festgelegt:
Kategorie 1: Losungsstrategien

Kategorie 2: Darstellungsformen

Kategorie 3: Fehleranalyse

Jene vier Kategorien wurden operationalisiert, um die frei eingetragenen Daten des Testbo-
gens und die verbalen, transkribierten Daten der Methode des lauten Denkens zu analysieren.
Flr eine genauere Analyse erfolgte das Bilden von Unterkategorien. Wesentlich ist, dass sich
alle Kategorien auf alle Aufgaben des Testbogens beziehen, weshalb zunachst fiir jede ein-
zelne Aufgabe eine Einbettung in das Kategoriensystem stattfindet, ehe im Fazit der Arbeit die
Ergebnisse der einzelnen Aufgaben zusammen interpretiert werden. Zunachst werden anbei

die gebildeten Kategorien sowie ihr Literaturbezug néher erlautert.

6.4.1 Kategorie 1: Losungsstrategien

Kategorie eins beschreibt verschiedene Losungsstrategien, welche von den Teilnehmer*innen
am Testbogen schriftlich festgehalten oder beim lauten Denken verbal geduRert wurden.
Diese Kategorie bezieht sich auf einen Teilbereich der Forschungsfrage: ,,Welche Lésungsstra-
tegien und Darstellungsformen treten bei Schiilerinnen und Schiiler der vierten Schulstufe

beim Losen von kombinatorischen Aufgabenstellungen auf?”

Losungsstrategien zum Lésen von kombinatorischen Aufgaben wurden bereits im Kapitel 3.4.4
ndher erlautert. Diese werden bei der qualitativen Inhaltsanalyse in vier Unterkategorien zu-
sammengefasst: Systematisches Probieren, Riickgriff auf Vorwissen, intuitiver L6sungsweg

und Versuch und Irrtum

Die Unterkategorie Systematisches Probieren fasst systematische Abzahlstrategien, bei wel-
chen meist ein Element konstant gehalten wird, wahrend die weiteren Elemente nach einem

System rotieren (Kipman, 2018, S. 153), die Strategie des Schiebens, bei der immer das letzte
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Element einer Kombination bei der nachsten Mdglichkeit als vorderstes Element angereiht
wird (Kipman, 2018, S. 153), das Teilen, bei dem Untermengen gebildet werden (Kipman,
2018, S. 154), das Drehen, bei dem Elemente strategisch verdreht werden (Kipman, 2018, S.
154), sowie die Fixplatzstrategie, bei der ein Element einen fixen Platz hat und alle anderen

Elemente rotieren, (Kipman, 2015, S. 154) zusammen.

Der Unterkategorie Riickgriff auf Vorwissen werden Losungsstrategien zugeordnet, bei wel-
chen die Anzahl der Moglichkeiten durch eine gezielte Rechnung ermittelt wurde (Kipman,
2018, S. 154) oder ein Transfer, eine Schlussfolgerung, (Kipman, 2018, S. 154) von bisher be-
kannten Aufgaben stattfindet.

Die Unterkategorie intuitiver Lésungsweg beschreibt AuBerungen, welche von den Teilneh-
mer*innen spontan geduBert werden. Dies meint, dass eine Losung spontan geduRert oder
aufgeschrieben wird, nachdem eine Aufgabe gehort oder gelesen wurde (Kipman, 2018, S.
154). Wenn Schiler*innen das Losungsfeld am Testbogen freilassen, wird dies ebenfalls der
Unterkategorie des intuitiven Losungsweges zugeschrieben, sofern nicht beim lauten Denken

ein anderer Losungsweg erlautert wurde.

Unter Versuch und Irrtum werden geratene Losungen zusammengefasst. Es besteht die Mog-
lichkeit, dass Untersuchungsteilnehmer*innen ohne Angabe eines Losungsweges eine Losung
angeben, welche auf Nachfrage beim lauten Denken nicht erlautert werden kann (Kipman,
2018, S. 154). Weiters werden ein sichtlich erkennbar wahlloses Vorgeben, bei dem unter-
schiedliche Moglichkeiten ohne Systematik ausprobiert werden, sowie ein falsches Verstehen

der Angabe (Sill & Kurtzmann, 2019, S. 173), in diese Unterkategorie eingeordnet.

Die Tabelle anbei verdeutlicht die Zuordnung der Lésungsstrategien zu den Unterkategorien:

Unterkategorie Zuordnung der Losungsstrategie

] ) systematische Abzahlstrategie, Schieben, Teilen, Drehen,
Systematisches Probieren i )
Fixplatzstrategie

Ruackgriff auf Vorwissen Transfer, Rechnung, Weltwissen
Intuitiver Losungsweg Spontane AuRerung, unsystematische Strategie
Versuch und Irrtum Nicht erklarbare Strategie, inkorrekte Strategie

Tabelle 5: Unterkategorien Losungsstrategien

6.4.2 Kategorie 2: Darstellungsformen

In der Kategorie zwei werden all jene Darstellungsformen, welche Schiler*innen am Testbo-

gen aufzeichnen sowie beim lauten Denken anfiihren, zusammengefasst. Auch diese Kategorie
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hat einen Bezug zur Forschungsfrage: ,Welche Losungsstrategien und Darstellungsformen tre-
ten bei Schilerinnen und Schiiler der vierten Schulstufe beim Lésen von kombinatorischen

Aufgabenstellungen auf?”

Verschiedene Darstellungsformen beim Losen von kombinatorischen Aufgaben wurden be-
reits im Kapitel 3.4.5. genauer thematisiert. Bei der qualitativen Inhaltsanalyse werden fiir die
Darstellungsformen folgende Unterkategorien gebildet: mathematische Darstellung, visuelle

Darstellung, verbale Darstellung und keine Darstellung

Die Unterkategorie mathematische Darstellung fasst alle Darstellungsformen zusammen, wel-
che auf einem mathematischen Hintergrund basieren. Hierzu gehdren Rechnungen jeglicher
Art, welche von Lernenden in ihrem Losungsfeld angefiihrt oder beim lauten Denken erlautert
werden sowie Baumdiagramme, bei welchen verschiedene Stockwerke die einzelnen Ent-
scheidungsstufen symbolisieren (Sill & Kurtzmann, 2019, S. 199). Weiters werden auch syste-
matische Vorgehen dieser Unterkategorie zugeordnet. Diese bekamen zunachst eine eigene
Unterkategorie, wahrend dem Auswertungsprozess wurden diese jedoch in die mathemati-
sche Darstellung integriert, aufgrund dessen, dass Testteilnehmer*innen kaum eindeutig sys-
tematische Darstellungen anfiihrten. Dazu gehéren tabellarische Darstellungen, welche zur
Steuerung der Losung dienen (Herzog et al., 2017, S. 273), sowie Netzdarstellungen, bei wel-
chen die méglichen Kombinationen der Elemente durch Verbindungslinien visuell veranschau-
licht werden (Herzog et al., 2017, S. 273). Auch Zifferndarstellungen wurden induktiv der ma-
thematischen Darstellung zugewiesen. Bei diesen werden die einzelnen Elemente der Mog-

lichkeiten anhand von Ziffern dargestellt (Herzog et al., 2017, S. 273).

Weiters beschreibt die Unterkategorie der visuellen Darstellungen alle visuellen Abbildungen,
welche zur Losung fihren. Verwenden Schiiler*innen Bilder, um die Elemente als Anordnung
oder als Auswahl zu verdeutlichen (Herzog et al., 2017, S. 273), werden diese bei der qualita-
tiven Inhaltsanalyse dieser Unterkategorie zugeordnet, sowie auch Typografien. Bei typogra-
fischen Darstellungen werden Elemente anhand von Wortern oder Buchstaben codiert (Her-
zog et al., 2017, S. 273).

Die Unterkategorie der verbalen Darstellung wurde induktiv, nach der Forschung, erganzt.
Dieser werden all jene Losungsfelder, in denen Schiiler*innen verbale Daten angeben, zuge-
ordnet. Hinzu gehoren schriftliche Erklarungen und Erlduterungen von Testpersonen, als auch

die Auflistung von Moglichkeiten in Worten.

Die Tabelle anbei verdeutlicht die Zuordnung der Darstellungsformen zu den Unterkategorien:
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Unterkategorie Zuordnung der Darstellungsform

Mathematische Darstellung | Rechnungen, Baumdiagramme, Tabellen, Netzdarstellungen,

Zifferndarstellungen

Visuelle Darstellung Bilder, Typografien
Verbale Darstellung Worter, Satze
keine Darstellung keine Darstellung

Tabelle 6: Unterkategorien Darstellungsformen

6.4.3 Kategorie 3: Fehleranalyse

Die dritte Kategorie erfasst alle Fehler, die Schiller*innen beim Bearbeiten der Kombinato-
rikaufgaben unterlaufen sind. Die Kategorie zielt darauf ab, typische Fehlerquellen, inkorrekte
Denkweisen, Fehlvorstellungen oder Verstandnisschwierigkeiten der Testteilnehmer*innen
zu analysieren. Es wird untersucht, ob Lernende, welche ein inkorrektes Ergebnis angegeben
haben, Bedingungen der Aufgabenstellung nicht beriicksichtigt haben, fehlerhafte Maoglich-
keiten ermittelten oder Moglichkeiten tGbersahen. Weiters werden auch Fehler hinsichtlich
Unsicherheiten bei den verwendeten Strategien und Darstellungsformen naher betrachtet.
Allgemein dient die Kategorie der Fehleranalyse dazu, die zugrundeliegenden inkorrekten L6-

sungswege sowie Denkprozesse naher zu betrachten.

6.5 Durchfiihrung der Forschung

Die Durchfiihrung der Forschung fand im Februar und Marz 2025 an sieben Volksschulen im
Raum Waldviertel statt. Eine Auswahl der Schulen erfolgte aufgrund deren Standort. Vor den
einzelnen Testungen in den Klassen, wurden die Schiiller*innen von der Untersuchungsleitung
aufgeklart. Zunachst fand eine kurze Besprechung statt, in der den Testteilnehmer*innen er-
ldutert wurde, dass die Kombinatorik ein Teilbereich der Mathematik ist, in dem es darum
geht, die Anzahl an Méglichkeiten zu ermitteln. Zudem erfolgte eine Information dariber, dass
die Kombinatorik noch nicht Teil ihres Lehrplanes ist, sie die Aufgaben daher in der Schule
noch nicht behandelt haben und es somit nicht weiter problematisch ist, wenn Beispiele nicht
gelost werden kdonnen. Weiters erfolgte der Hinweis, dass die Testbogen mit Nummern ver-
sehen sind und somit nicht einzelnen Person zugewiesen werden kénnen. Neben der Klarung
von Formellem wurde auch vor der Testung darauf eingegangen, dass die Aufgaben gut gele-
sen werden missen und es sich bei diesen um Knobelaufgaben handelt. Dariiber hinaus er-
hielten die Kinder eine Erklarung dariiber, dass es jeweils eine Aufgabe a) und eine Aufgabe
b) gibt, wobei die erste immer etwas leichter als die zweite ist. Des Weiteren wurde erldutert,

dass jedes Aufgabenbeispiel ein freies Losungsfeld hat, welches individuell genutzt werden
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darf. Das Feld soll helfen, die Lésung zu ermitteln. Hierbei darf geschrieben, gezeichnet, ge-
rechnet oder dieses freigelassen werden. Wichtig war noch, dass die Schiiler*innen ihre Lo-
sung in den Losungssatz am Ende jedes Beispiels einsetzen. AuRerdem wurde bereits kurz da-
rauf eingegangen, dass im Anschluss noch drei Teilnehmer*innen per Zufall fiir ein Gesprach
ausgewahlt werden. Eine genauere Erklarung erfolgte zu einem spateren Zeitpunkt. Nach der
allgemeinen Erlauterung konnten noch Fragen geklart werden, ehe die gesamte Klasse mit der

Bearbeitung des Testbogens startete.

Fir die selbststandige Bearbeitung des Testbogens wurden den Lernenden 30 Minuten zur
Verfligung gestellt. Wahrenddessen konnten die Schiller*innen gerne Fragen zum Verstandnis
stellen. In den meisten Klassen schlossen die Lernenden nach ungefahr 20 Minuten die Bear-
beitung ab. Fertige Testbogen verblieben auf den Tischen der Lernenden, damit eine spatere

Zuordnung der Auswahl des Zufallsgenerators moglich war.

Nach der Bearbeitung der Testbégen wurden vor den Augen der Klassenlehrperson alle Test-
bogennummern, deren Eltern auch mit dem lauten Denken einverstanden waren, in einen Zu-
fallsgenerator eingegeben und jeweils drei Schiiler*innen ausgewahlt. Diese Proband*innen
begleiteten anschlieBend einzeln die Untersuchungsleitung in einen Nebenraum. In einem
Einzelgesprach wurden die Schiler*innen nochmals gefragt, wie sie die einzelnen Aufgaben
gelost haben. Dabei ging die Forschungsleitung auch auf Unklarheiten ein und forderte die
Schiiler*innen auf, ihr einen Einblick in ihr Denken zu geben. Die Gesprache wurden mit dem
Smartphone per Audio-Datei aufgenommen, noch am selben Tag transkribiert und anschlie-

Rend wieder geldscht. Insgesamt waren 21 Testteilnehmer*innen Teil des lauten Denkens.

6.6 Resiimee

Ziel dieses Kapitels ist es, die empirische Untersuchung der vorliegenden Arbeit transparent
darzulegen. Die zentralen Forschungsfragen verfolgen das Ziel, die Kombinatorikleistungen
von Schiler*innen der vierten Schulstufe vor dem Inkrafttreten des neu verordneten Lehr-
plans 2023 zu beleuchten. Aus diesem Grund fand eine Untersuchung an sieben Volksschulen,
mit insgesamt 65 Schiler*innen, im Raum Waldviertel statt. Um die Forschungsfragen umfas-
send beantworten zu konnen, wurde mit einem Mixed-Methods-Ansatz gearbeitet. Wahrend
der Testbogen als quantitative Methode hilft, numerische Daten zu sammeln, kénnen bei der
qualitativen Methode des lauten Denkens Einblicke in die Denkprozesse der Teilnehmer*in-
nen gewonnen werden. Das grundlegende Forschungsinstrument ist ein Testbogen, welcher

neben der Erhebung personlicher Daten acht kombinatorische Aufgaben umfasst. Diese Auf-
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gaben kénnen den kombinatorischen Figuren — Aspekt der Multiplikation, Permutation, Kom-
bination und Variation — zugeordnet werden, wovon auf dem Testbogen jeweils eine leichtere
und eine schwierigere Aufgabe jeder dieser Figuren enthalten ist. Die erhobenen Daten des
Testbogens wurden deskriptiv ausgewertet und durch die qualitativen Daten aus dem lauten
Denken erganzt. Fur die qualitative Auswertung mittels qualitativer Inhaltsanalyse, konnten
drei Kategorien gebildet werden — Losungsstrategien, Darstellungsformen und Fehleranalyse.
Die empirische Untersuchung konnte weitgehend unproblematisch und planmaRig durchge-
fihrt werden. Die vorgesehenen Erhebungsmethoden — der Testbogen und das laute Denken
— verliefen ohne Schwierigkeiten. Die gewonnenen Ergebnisse bieten einen tiefen Einblick in
das kombinatorische Denken der Schiiller*innen. Diese Forschungsergebnisse werden im fol-

genden Kapitel ausfihrlich prasentiert und analysiert.
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7 Forschungsergebnisse

Im folgenden Kapitel werden die Ergebnisse der Forschung naher erldautert und interpretiert.
Zunachst erfolgt eine deskriptive Auswertung der Forschung, ehe anbei auf die einzelnen Auf-
gabenbeispiele ndher eingegangen wird. Zu diesem Zweck wird jedes Testbeispiel quantitativ
sowie qualitativ anhand der festgelegten Kategorien ausgewertet. AbschlieBend findet eine

Diskussion der Ergebnisse sowie ein Bezug zur Grundlagenliteratur statt.

7.1 Deskriptive Auswertung

Im folgenden Abschnitt werden die quantitativ erhobenen Daten deskriptiv, beschreibend,
ausgewertet. Zunichst erfolgt ein Uberblick (iber die Gesamtleistungen der Schiiler*innen,
ehe auf die erreichten Punkte der einzelnen Aufgaben genauer eingegangen wird. Weiters
findet eine nahere Erlduterung der geschlechtsspezifischen Disparitaten und der Korrelation
zwischen der Selbsteinschatzung und den Leistungen der Teilnehmer*innen statt. Diese de-
skriptive Analyse bietet eine erste Einschatzung und zeigt Tendenzen auf, ehe in einer weiter-

fiihrenden Analyse die einzelnen Testaufgaben genau betrachtet werden.

7.1.1 Gesamtpunkte

Nach der Auswertung der Testbogen gemall den zuvor festgelegten Richtlinien und nach
Vergabe eines Punktes fiir jede richtige Aufgabe wurde die Gesamtpunkteanzahl aller Teilneh-
menden ermittelt. Hierbei konnten minimal null und maximal acht Punkte erreicht werden,
was eine Spannbreite von gesamt acht Punkten ergibt. Das Histogramm anbei veranschaulicht
die Verteilung der Gesamtpunkteanzahl. Es ist ersichtlich, wie viele Schiiler*innen welche

Punkteanzahl erreichen konnten.

Erreichten Gesamtpunkte
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Abbildung 31: Erreichten Gesamtpunkte
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Die Grafik veranschaulicht, dass von insgesamt 65 Teilnehmenden zwei Proband*innen keine
der acht Aufgaben I6sen konnten und somit die minimale Punkteanzahl, null Punkte, erhiel-
ten. Eine Aufgabe wurde von flinf Schiller*innen erfolgreich bearbeitet, wahrend elf Lernende
zwei Punkte erzielen konnten. Die Anzahl der Teilnehmer*innen, welche drei Punkte erreichen
konnten, ist ident mit jener, welche vier Aufgaben richtig |6sten — jeweils 14 Proband*innen
konnten drei sowie vier Punkte erzielen. Die Punkteanzahl von fiinf wurde von elf Schiler*in-
nen erreicht, wahrend sechs Teilnehmende sieben Punkte erreichten. Lediglich ein Kind
konnte sieben Aufgaben richtig |6sen. Die maximale Punkteanzahl von acht Punkten erzielte

keine Person.

Der Mittelwert aller 65 Schiiler*innen, welche an der Untersuchung teilgenommen haben,
liegt bei 3,5. Dies bedeutet, dass die Untersuchungsteilnehmer*innen im Durchschnitt 3,5
Punkte erzielen konnten. Dieser Mittelwert befindet sich ungeféhr in der Mitte des moglichen
Wertebereiches. Die Standardabweichung, welche die durchschnittliche Abweichung der ein-
zelnen Punkteanzahlen vom Mittelwert angibt, betrdgt 1,6. Auch wenn die Werte eine gewisse
Streuung aufzeigen, liegen diese relativ konzentriert um den Mittelwert. Konkret bedeutet
dies, dass ein GroRteil der Werte im Bereich zwischen 3,5 + 1,6 (zwischen 1,9 und 5,1) Punkten
liegt. Bei einer Betrachtung des Histogramms ist sichtbar, dass viele Lernende eine Punktean-
zahl zwischen zwei und fiinf erzielen konnten. Die Daten weisen keine extremen Ausreiflder auf

und sind somit weitgehend symmetrisch verteilt.

7.1.2 Punkte der einzelnen Aufgaben

Anbei werden die Punkte betrachtet, welche die Teilnehmer*innen bei den einzelnen Aufga-
ben erreichen konnten. Das Saulendiagramm anbei zeigt, wie vielen Proband*innen eine ada-
quate Losung fir jedes Beispiel gelang. Die farblichen Markierungen der einzelnen Saulen ver-
anschaulichen die Teilgebiete der Kombinatorik. Die blaue Farbe steht fiir die Aufgaben aus
dem Bereich des Aspektes der Multiplikation, wahrend die orangefarbenen Siulen die Bei-
spiele zur Permutation abbilden. Die griine Farbe steht fiir die Testaufgaben zur Kombination
und rot fiir die Variation. Es liegt eine Spannbreite von 65 Punkten vor. Jede Aufgabe konnte
theoretisch von minimal null Schiiler*innen und von maximal 65 Lernenden korrekt bearbeitet

werden.
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Abbildung 32: korrekte Lésungen je Aufgabe

Das Diagramm veranschaulicht, dass die Aufgabe 1a von 44 Teilnehmenden richtig gelost
wurde, wahrend fir die Aufgabe 1b 23 Lernende die richtige Antwort ermittelten. Somit
konnte das Beispiel 1a von 68% der Proband*innen und Aufgabe 1b von 35% geldst werden.
Die richtige Anzahl beim Testbeispiel 2a fanden 59 Lernende, wogegen die Aufgabe 2b von 43
Kindern korrekt gelost wurde. Prozentual betrachtet konnten die leichtere Permutationsauf-
gabe, 2a, 91% der Testpersonen l6sen und das schwierigere Beispiel, 2b, 66% der Schiler*in-
nen. 28 Lernenden gelang es Aufgabe 3a, und 18 Teilnehmer*innen Beispiel 3b richtig zu be-
antworten. Das leichtere Testbeispiel konnte somit von 43% und die schwierige Aufgabe von
28% fehlerfrei bearbeitet werden. Aufgabe 4a stellte eine groRere Herausforderung dar. Nur
fiinf von 65 Schiler*innen konnten sie richtig [6sen. Auch fiir die Aufgabe 4b wurde von nur

neun Lernenden, etwa 15% der Testpersonen, das korrekte Ergebnis ermittelt.

Diese deskriptive Auswertung zeigt, dass die Teilnehmer*innen bei Beispielen aus dem Be-
reich der Permutation (Aufgabe 2a und 2b) die meisten Punkte erzielen konnten. Das deutet
darauf hin, dass diese fiir die Schiler*innen am leichtesten zu verstehen und zu |6sen waren.
Hingegen waren die Variationsaufgaben (Aufgabe 4a und 4b) herausfordernder, was an einer
deutlich geringeren Lésungsrate ersichtlich ist. Zudem zeigt sich, dass bei den Aufgaben aus
dem Bereich des Aspektes der Multiplikation, beim Bereich der Permutation sowie bei der
Kombination jene Aufgabe, welche als leichter deklariert wurde, haufiger gelést werden
konnte als das schwierigere Beispiel. Umgekehrt ist dies jedoch bei den Variationsaufgaben.
Das anspruchsvollere Testbeispiel wurde von neun Teilnehmenden korrekt gel6st, hingegen

die richtige Losung der einfacheren Aufgabe von fiinf Lernenden ermittelt werden konnte. Auf
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die Unterschiede hinsichtlich der Art der Kombinatorikaufgaben wird zu einem spateren Zeit-
punkt noch naher eingegangen. Die Disparitaten bezogen auf die Schwierigkeit der Aufgaben-

beispiele werden anbei weiter erldutert.

7.1.3 Leichtere und schwerere Aufgaben

Von insgesamt acht Aufgabenbeispielen in der Testung wurden vier Beispiele, jeweils eine
Testaufgabe aus jedem Bereich der Kombinatorik, als leichtere Aufgabe deklariert. Das Sau-

lendiagramm anbei zeigt die erreichten Punkte bei jenen vier Aufgaben.

korrekte Losungen - leichte Aufgaben

70
59

60

50 44
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Anzahl Schuler*innen

la 2a 3a 4a
Aufgaben

Abbildung 33: korrekte Lésungen - leichte Aufgaben

Deutlich erkennbar ist, dass das Beispiel 2a am haufigsten gelost werden konnte. Insgesamt
59 von 65 Teilnehmer*innen, also tiber 90 Prozent der Schiiler*innen, gelang es, die Lésung
dieser Aufgabe korrekt zu ermitteln. Weiters konnten etwa zwei Drittel der Lernenden — 44
von 65 Kindern — das Aufgabenbeispiel 1a erfolgreich bearbeiten. Im Vergleich dazu fallt die
Losungsquote der leichteren Kombinationsaufgabe, Beispiel 3a, deutlich ab. Diese wurde von
etwas weniger als der Hélfte, von 43% der Schiiler*innen, geldst. Besonders auffallig ist, dass
die Aufgabe 4a von nur finf Schiler*innen fehlerfrei bearbeitet werden konnte. Werden all
jene leichten Beispiele zusammen betrachtet, zeigt sich, dass diese im Mittel von 34 Testteil-

nehmer*innen richtig bearbeitet wurden.

Die anderen vier Aufgaben, wieder jeweils ein Beispiel aus den einzelnen Bereichen der Kom-
binatorik, wurden als schwieriger eingestuft. Die Grafik anbei zeigt, wie viele Punkte die Un-

tersuchungsteilnehmenden bei diesen Testbeispielen erreichen konnten.
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korrekte Losungen - schwierige Aufgaben
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Abbildung 34: korrekte Lésungen - schwierige Aufgaben

Bei einer ndheren Betrachtung der schwierigeren Beispiele ist klar ersichtlich, dass die Auf-
gabe 2b die hochste Losungsquote aufzeigt. Etwa zwei Drittel der Teilnehmenden, 43 Schii-
ler*innen, konnten fiir diese Aufgabe eine addquate Losung finden. Deutlich weniger Unter-
suchungsteilnehmer*innen gelang es, die richtige Anzahl an Moglichkeiten beim Testbeispiel
1la zu ermitteln. 23 Lernenden, etwa 35% der Teilnehmenden, konnten dieses erfolgreiche
bearbeiten. Weiters wurde die Losung von Aufgabe 3b von 28% der Schiiler*innen korrekt
ermittelt. Hingegen konnten nur 9 Schiiler*innen das Beispiel 4b richtig I6sen. Werden alle
schwierigeren Aufgaben gemeinsam analysiert, konnten diese im Mittel von 23 Untersu-

chungsteilnehmenden zutreffend beantwortet werden.

Das folgende Balkendiagramm vergleicht die separat berechneten Mittelwerte der leichteren
und schwierigeren Aufgaben miteinander und zeigt zusatzlich den Mittelwert aller Aufgaben
gemeinsam. Somit wird eine anschauliche Darstellung der Unterschiede zwischen den Aufga-

ben sowie ein Uberblick (iber die Gesamtleistungen ersichtlich.

korrekte Losungen -
leichtere und schwierigere Aufgaben

alle Aufgaben I 29
leichtere Aufgaben I 34

Aufgaben

schwierigere Aufgaben NN 23

0O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65
Anzahl Schiler*innen

Abbildung 35: korrekte Lésungen - leichtere und schwierigere Aufgaben
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Werden alle acht Testaufgaben gemeinsam betrachtet, zeigt sich, dass im Mittel eine Aufgabe
von 29 der 65 Teilnehmer*innen geldst wurde. Konkret bedeutet dies, dass etwas weniger als
die Halfte der Schiler*innen ein Aufgabenbeispiel aus dem Bereich der Kombinatorik korrekt
bearbeiten konnten. Eine leichtere Aufgabe wurden hingegen von etwas mehr als der Halfte
der Lernenden addquat geldst. Im Mittel konnten hier 34 Testteilnehmer*innen ein Beispiel
erfolgreich bearbeiten, wahrend eine schwierigere Aufgabe im Durchschnitt von etwa einem
Drittel richtig gelost wurde. Es zeigt sich somit, dass allgemein betrachtet die leichteren Auf-

gaben von mehr Teilnehmenden gemeistert werden konnten als die schwierigeren Beispiele.

7.1.4 Geschlechtsspezifische Auswertung

Wie bereits im Kapitel 6.1 beschrieben, nahmen insgesamt 35 Schiilerinnen und 30 Schiiler an
der Untersuchung teil. Das Verhaltnis von Madchen und Buben betrdgt somit 54:46, was da-
rauf hindeutet, dass beide Geschlechter in der Studie nahezu gleich vertreten sind. Dies ver-

anschaulicht das Kreisdiagramm anbei.

Geschlechterverteilung

35

= Buben Madchen

Abbildung 36: Geschlechterverteilung

Werden die durchschnittlich erreichten Punkte der Teilnehmer*innen hinsichtlich des Ge-

schlechts betrachtet, so zeigt sich Folgendes:

Geschlechtsspezifische Unterschiede

8
I3 6
x 3,49 3,57 3,52
c 4
=]
a.
i . .
0
Madchen Buben gesamt
Geschlecht

Abbildung 37: Geschlechtsspezifische Unterschiede
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Alle an der Untersuchung teilnehmenden Madchen konnten im Durchschnitt 3,5 Aufgaben
I6sen, wahrend es den mannlichen Teilnehmern gelang, im Mittel 3,6 Beispiele korrekt zu er-
mitteln. Zudem veranschaulicht das Sdulendiagramm nochmals, dass unabhangig vom Ge-
schlecht alle Teilnehmenden durchschnittlich 3,5 Beispiele addaquat bearbeiten konnten. Diese
Ergebnisse zeigen, dass es hinsichtlich der Geschlechter bei der Bearbeitung der kombinatori-
schen Aufgaben keine Unterschiede gibt. Madchen und Buben konnten die Aufgaben gleich
gut l6sen. Die Grafik anbei veranschaulicht weiters die geschlechtsspezifischen Disparitaten

hinsichtlich der einzelnen Testbeispiele.

Geschlechtsspezifische Unterschiede aller

Aufgaben
35 32
30 27
25 2222 22 21
Q
£ 20
E 14 153
e 15 9 11
10 7
. I I 4 54
1
O | l
1la 1b 2a 2b 3a 3b 4a 4b
Aufgabe

M Buben Madchen

Abbildung 38: Geschlechtsspezifische Unterschiede aller Aufgaben

Das Sadulendiagramm zeigt die Anzahl an Madchen und Buben, welche die jeweiligen Aufgaben
des Testbogens richtig bearbeiten konnten. Beim Beispiel 1a erzielten hierbei die beiden Ge-
schlechter ein identes Ergebnis. Jeweils 22 Schiilerinnen und Schiiler konnten dieses Beispiel
korrekt |16sen. Ebenfalls nahezu ausgeglichen ist die Anzahl an richtigen Losungen bei der Auf-
gabe 2b. Diese konnte von 22 Buben und von 21 Madchen richtig beantwortet werden. Eine
Differenz von einem Kind gibt es ebenfalls bei der Aufgabe 4b, welche finf mannliche Teilneh-
mer und vier weibliche Teilnehmerinnen korrekt beantwortet haben. Auch beim Beispiel 3a
ist die Anzahl relativ nah beieinander — 15 Buben und 13 Madchen konnten die richtige Losung
ermitteln. Bei einer genaueren Betrachtung des Aufgabenbeispiels 4a ist auffallig, dass dieses
von vier Madchen und einem Buben richtig gelost wurde. Hierbei ldsst sich zwar ermitteln,
dass 80% der Teilnehmenden, die die Aufgabe richtig I6sen konnten, weiblich waren. Dennoch
gibt es nur eine geschlechtsspezifische Differenz von drei Kindern. Dieses Beispiel wurde all-
gemein von wenigen Kindern gelost, weshalb die geschlechtsspezifischen Unterschiede nicht

sehr aussagekraftig sind. Hingegen schnitten die mannlichen Teilnehmer bei der Aufgabe 3b
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etwas besser ab. Dieses wurde von 11 Buben und von 7 Mddchen richtig beantwortet. Auch
bei der Aufgabe 2a hatten die Buben einen kleinen Vorteil — 32 Schiiler und 27 Schilerinnen
ermittelten die korrekte Losung. Weiters ist auch beim Beispiel 1b eine leichte Differenz er-

kennbar — 14 Teilnehmer im Vergleich zu 9 Teilnehmerinnen I6sten die Aufgabe richtig.

Insgesamt betrachtet wird deutlich, dass einige Testaufgaben von mehr Buben als Madchen
gelost werden konnten. Werden die korrekt bearbeiteten Aufgaben zusammenaddiert, zeigt
sich, dass alle Buben insgesamt 122 Beispiele 16sten, wahrend alle Madchen zusammen 107
richtige Anzahlen an Moglichkeiten angeben konnten. Hierbei muss jedoch noch beachtet
werden, dass insgesamt flnf Schilerinnen mehr an der Untersuchung teilgenommen haben
als Schiler. Folglich wurde in einem weiteren Schritt ermittelt, dass insgesamt 30 Buben je
acht Aufgaben gestellt bekamen, weshalb sie maximal 240 Punkte hatten erreichen kénnen.
Alle 35 Madchen hatten gesamt ein Maximum von 280 korrekten Beispielen. Werden nun die
richtig gelosten Aufgaben mit den Maxima in Verbindung gebracht, zeigt sich, dass die mann-
lichen Teilnehmer insgesamt die Halfte der Maximalpunkte erreichten, hingegen die Schiile-
rinnen 38% der maximal zu erreichenden Punkte erzielten. Wahrend alle Buben zusammen
insgesamt die Halfte der maximalen Punkte erzielen konnten, gelang es den Madchen, etwa

40% der Maximalleistung zu erzielen.

Werden nun die geschlechtsspezifischen Differenzen zusammenfassend betrachtet, kann fest-
gestellt werden, dass die Leistungen der Madchen und der Buben in einem ersten Blick nur
gering voneinander abweichen. Wahrend die Madchen im Mittel 3,5 Punkte erzielten, erreich-
ten die Buben durchschnittlich 3,6 Punkte. Bei einer detaillierten Betrachtung der einzelnen
Aufgaben werden jedoch bei einigen Beispielen Unterschiede zugunsten der Schiiler sichtbar.
Wird das Vergleichskriterium der Maximalleistung herangezogen, wird ebenfalls deutlich, dass
die Buben gesamt einen hoheren Anteil der Maximalpunkte erreichen konnten als die Mad-
chen. Geschlechtsspezifische Differenzen bei der Bearbeitung von kombinatorischen Aufga-
ben konnen somit nicht auf die Gesamtpunkteanzahl der einzelnen Teilnehmenden be-
schrankt werden, sondern spiegeln sich besonders in der Bearbeitung einzelner Aufgaben wi-

der.

7.1.5 Selbsteinschatzung

Zu Beginn des Testbogens wurden die Teilnehmer*innen um eine Selbsteinschatzung ihrer
Mathematikleistungen gebeten. Die Schiler*innen konnten angeben, ob sie in Mathematik
sehr gut, gut, mittelmaBig oder nicht so gut sind. Das Kreisdiagramm anbei veranschaulicht

die Einschatzungen der Testteilnehmenden.
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Selbsteinschatzung

= Sehrgut = Gut = MittelmaRig Nicht so gut

Abbildung 39: Selbsteinschétzung

Wie die Grafik zeigt, schatzten 48 % der Teilnehmenden ihre Mathematikleistungen als gut
ein. Zudem bezeichneten sich 24 Schiler*innen als sehr gut in Mathematik. Acht Lernende
stuften sich als mittelmaRig ein, zwei weitere als weniger gut. Das Balkendiagramm anbei ver-
anschaulicht die durchschnittlich erzielten Punkte abhangig von der Selbsteinschatzung der

Schiler*innen.

Durchschnittliche Punkte nach
Selbsteinschatzung

Punkte
o = N w
o Uik, LN U1 WL b
fw
S w

N

ERY

-N

Sehr gut Gut MittelmaRig Nicht so gut
Selbsteinschatzung

Abbildung 40: Durchschnittliche Punkte nach Selbsteinschétzung

Es wird ersichtlich, dass all jene Lernende, welche angaben, dass sie in Mathematik sehr gut
sind, im Mittel 4,3 Punkte bei der Testung erzielen konnten. Alle Schiiler*innen, die sich selbst

als gut in Mathematik einschatzten, erzielten im Durchschnitt 3,3 Punkte, hingegen die Teil-
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nehmer*innen, die ihre Leistungen als mittelmaRig angaben, durchschnittlich 2,5 Punkte er-
hielten. Die Lernenden, die sich in Mathematik als nicht so gut einschatzten, bekamen im Mit-
tel 2 Punkte. Das Saulendiagramm veranschaulicht auch eine abfallende Trendlinie, welche
zeigt, dass die Selbsteinschatzung der Lernenden in einem deutlichen Zusammenhang mit den
Leistungen einhergeht. Je schlechter sich die Teilnehmer*innen selbst einschatzen, desto we-

niger Punkte konnten sie im Mittel erzielen.

Um den Zusammenhang zwischen der Selbsteinschatzung der Testpersonen und den erreich-
ten Punkten genauer zu analysieren, erfolgte eine Korrelationsanalyse. Hierfiir wurde die
Selbsteinschatzung der Lernenden auf einer Skala von eins bis vier angegeben, wobei eins fir
die Einschdtzung sehr gut, zwei fur gut, drei flir mittelmdfSig und vier fur nicht so gut steht.

Diese Korrelation wird anbei in einem Streudiagramm veranschaulicht.

Korrelation Selbsteinschatzung & Leistungen
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Selbsteinschatzung

Abbildung 41: Korrelation Selbsteinschdtzung und Leistungen

Dieses zeigt, wie die Selbsteinschatzung der Lernenden mit den erreichten Punkten einher-
geht. Die Trendlinie, welche gepunktet im Diagramm erkennbar ist, verlauft negativ, was auf
eine negative Korrelation hinweist. Auch wenn die Punkte relativ gestreut sind, ist ein abfal-
lender Trend gut erkennbar. Die berechnete Korrelation betragt hierbei r =-0,4. Dieser Korre-
lationskoeffizient bedeutet, dass es einen moderaten negativen Zusammenhang gibt, was da-
rauf hindeutet, dass eine hohere Selbsteinschdtzung der Schiiler*innen in Tendenz mit einer
héheren Gesamtpunkteanzahl einhergeht sowie umgekehrt. Bei einer niedrigeren Selbstein-
schatzung erzielten die Lernenden tendenziell eine geringere Gesamtleistung. Dieses Ergebnis
zeigt die Tendenz, dass die subjektive Einschatzung der Teilnehmenden mit den tatsachlich

erbrachten Leistungen einhergeht.
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Nach der allgemeinen deskriptiven Auswertung der Daten, wird in den folgenden Unterkapi-
teln auf die einzelnen Testaufgaben ndher eingegangen. Diese werden sowohl quantitativ als

auch qualitativ, anhand des zuvor festgelegten Kategoriensystems, dargestellt.

7.2 Aufgabe 1a

Anbei wird die Aufgabe Schneemann, welche dem kombinatorischen Prinzip des Aspektes der
Multiplikation zugordnet werden kann und beim Testbogen als leichtere Aufgabe dieses Prin-

zips verankert wurde, quantitativ sowie qualitativ ausgewertet.

7.2.1 Quantitative Auswertung

Die Aufgabe Schneemann konnte gesamt von 65% der Teilnehmenden richtig geldst werden.
44 Schiiler*innen gelang das Ermitteln der addaquaten Anzahl an Moglichkeiten. Hingegen
konnten 21 Proband*innen, etwa 35%, keine richtige Losung angeben. Dieses Verhaltnis wird

im Kreisdiagramm anbei dargestellt:

1a - Schneemann

= richtig = falsch

Abbildung 42: 1a - Schneemann

Im Vergleich zu den anderen Testbeispielen konnte die Aufgabe 1a am zweithadufigsten korrekt
bearbeitet werden. Die Losungsrate weist darauf hin, dass die Aufgabenschwierigkeit moderat
war und dass die Angabe fiir viele Lernende gut zuganglich war. Eine genauere Analyse erfolgt

anbei in der qualitativen Auswertung der Aufgabe.

7.2.2 Qualitative Auswertung

Folglich wird die Aufgabe Schneemann anhand der zuvor festgelegten Kategorien der L6sungs-

strategien, der Darstellungsformen sowie der Fehleranalyse ausgewertet.
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7.2.2.1 Kategorie 1 — Lésungsstrategien

Wird genauer analysiert, wie die Untersuchungsteilnehmer*innen die Aufgabe 1a gel6st ha-
ben, zeigt sich, dass etwa die Halfte aller Schiiler*innen die Antwort intuitiv ermittelt hat. Von
diesen Lernenden konnten ungefdhr zwei Drittel auch spontan die richtige Lésung angeben,
wahrend ein Drittel eine inkorrekte Losung anfiihrte. Von all jenen Lernenden mit einem intu-
itiven Losungsweg wurden insgesamt sieben Schiler*innen zum lauten Denken eingeladen.
Hierbei konnte ein Einblick in die Losungsstrategien der Teilnehmenden gewonnen werden,
auch wenn diese nicht schriftlich am Testbogen festgehalten wurden. Eine Testperson erklart
beim lauten Denken ein systematisches Vorgehen: ,Zuerst habe ich rot mit gelb und dann mit
braun zusammengegeben, dann orange einmal mit gelb und braun und dann blau noch mit
gelb und braun.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 5) Dieses Kind gab den beiden Be-
senfarben einen Fixplatz und rotierte die drei Topffarben durch. Ahnlich konnte Testperson
13, welche ebenfalls die Losung am Testbogen intuitiv richtig angab, im Einzelgesprach eine
systematische Strategie angeben: ,rot mit braun, rot mit gelb, blau mit braun, blau mit gelb,
orange mit braun, orange mit gelb” (handschriftliche Notizen zu Testperson 13). Auch hier
wird ersichtlich, dass das Prinzip der Kombination verstanden und die Anzahl der Moglichkei-
ten durch ein geregeltes Vorgehen addquat ermittelt wurde. Ahnliche Beschreibungen erfolg-
ten auch von weiteren Lernenden. Hingegen gibt das laute Denken auch Einblick in inkorrekte
Denkweisen, welche am Testbogen nicht ersichtlich waren. Testperson 1 fiihrt im Einzelge-
sprach an: ,,Es sind funf, weil es funf verschiedene Farben sind.” (handschriftliche Notizen zu
Testbogen 1) Diese Aussage deckt einen Irrtum des Kindes auf. Fir dieses ist nicht ersichtlich,
dass jeweils ein Topf mit einem Besen kombiniert werden muss. Das Prinzip der Kombination
wurde somit noch nicht begriffen. Eine genauere Analyse der Fehler erfolgt im Kapitel der
entsprechenden Unterkategorie. Weitere Teilnehmende, die keine Losung in das freie Feld am
Testbogen eintrugen, konnten auch beim lauten Denken nicht mehr erldutern, wie sie auf ihr
Ergebnis gekommen sind, was folgende Aussagen widerspiegeln: , Irgendwie weil’ ich nicht
mehr, was ich da gerechnet habe.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 39) ,Da habe ich
glaube ich eine Farbe tUbersehen. Ich weil} es nicht mehr so genau.” (handschriftliche Notizen
zu Testbogen 41) ,Ich glaube, da habe ich was falsches hingeschrieben.” (handschriftliche No-
tizen zu Testbogen 44)

Hingegen konnte ein Drittel der Lernenden am Testbogen eine systematische Strategie ange-
ben beziehungsweise anwenden. ,Ich habe immer den roten genommen und dann den gelben
und den braunen dazugegeben. Das gleiche habe ich auch mit den anderen gemacht.” (hand-
schriftliche Notizen zu Testbogen 4) Dieses Kind erldutert im lauten Denken sein systemati-

sches Vorgehen und beschreibt, dass es zunachst erkannte, wie vorgegangen werden kann
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und dies dann anhand eines Transfers auch fir die anderen zwei Hutfarben angewendet hat.
Auch ein weiteres Kind beschreibt sein Vorgehen verbal auf diese Art und filigt noch einen
mathematischen Aspekt hinzu: ,Ich habe einen roten Topf genommen und da habe ich einen
Besen dazugegeben und dann auch den anderen Besen. Und dann habe ich diese 2 Moglich-
keiten mal 3 gerechnet, weil es ja drei verschiedene Topfe gibt.” (handschriftliche Notizen zu
Testbogen 11) Anhand dieser Aussage wird ersichtlich, dass die Person nicht nur systematisch
vorgegangen ist, sondern auch bereits einen Einblick in den Aspekt der Multiplikation gewon-
nen hat. Viele Teilnehmende, die systematisch vorgegangen sind, haben sich die Schneeman-
ner aufgezeichnet oder diese mit Farben markiert, was in der Kategorie der Darstellungsfor-
men ndher erldutert wird. Weiters konnte von einigen wenigen Teilnehmenden ein Rickgriff
auf Vorwissen, ein Transfer, auch am Testbogen ersichtlich werden, nicht nur im Einzelge-
sprach, wie zuvor bei Testperson 4 beschrieben. Testbogen 24 veranschaulicht ebenfalls einen

Transfer:

Meine Lésung: \\& 8' .Z: 6
d b

ki a

Abbildung 43: Transfer - Schneemann (Testbogen 24)

Jene Testperson erkannte nach dem Aufzeichnen der ersten zwei Mdéglichkeiten mit dem ro-
ten Topf, dass es auch bei den weiteren zwei Topffarben jeweils zwei Méglichkeiten gibt und
fliihrte daher die Rechnung drei mal zwei an. Somit wurde der Aspekt der Multiplikation er-
kannt. Diesen beschreibt auch ein weiteres Kind: ,Ich habe mit rot begonnen und das mit
braun und gelb zusammengegeben. Das habe ich auch mit den anderen Farben gemacht. Fir
jede der drei Farben gibt es zwei Moglichkeiten, also insgesamt sechs.” (handschriftliche No-

tizen zu Testbogen 28)

AuRerdem konnten acht Losungen der Schiiler*innen der Unterkategorie Versuch und Irrtum
zugeordnet werden. Jene Teilnehmende haben versucht eine Strategie anzuwenden, welche
jedoch nicht systematisch war und auch nicht zur L6sung fiihrt. Keines dieser Kinder war Teil

des lauten Denkens, weshalb keine Einsicht in die Denkweisen gewonnen werden konnte.

7.2.2.2 Kategorie 2 — Darstellungsformen

Werden alle Darstellungen, die die Lernenden im freien Losungsfeld des Testbogens eingetra-
gen haben, den Unterkategorien der Kategorie Darstellungsformen zugeordnet, so zeigt sich,

dass am haufigsten — namlich bei fast der Halfte der Teilnehmenden — keine Darstellung an-
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gegeben wurde. Eine Person aus der Gruppe jener Teilnehmenden, die am lauten Denken teil-
genommen haben, gibt hierzu an: ,Eigentlich rechne ich immer alles im Kopf und dann ver-
gesse ich es.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 13) Auch wenn das Kind keine Darstel-
lungsform angefiihrt hat, ermdéglicht die Aussage einen Einblick in die Losungsstrategie, wel-
che auf einem mathematischen Hintergrund basieren diirfte, da angegeben wird, dass gerech-
net wird. Auch Testteilnehmer 39 fiihrt im Einzelgesprach an: , Irgendwie weils ich nicht mehr,
was ich mir da gedacht habe.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 39) Jenes Kind gab auch

eine inkorrekte Losung (Testbogen 39) an, welche somit nicht mehr nachvollziehbar ist.

Weiters verwendeten etwa ein Drittel der Teilnehmenden eine visuelle Darstellung. Im lauten
Denken gibt dazu ein Kind an: ,Ich habe mir die Losung einfach nur aufgezeichnet und ge-
zahlt.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 6) Viele Kinder zeichneten Schneemanner auf

und malten diesen die entsprechenden Topfe und Hite hinzu, wie etwa Testperson 16:

Abbildung 44: zeichnerische Darstellung - Schneemann (Testbogen 16)

Auch Testteilnehmer 19 fihrte an: ,,Ich habe mir hier Schneemanner aufgezeichnet.” (hand-
schriftliche Notizen zu Testbogen 19) Neben konkreten Zeichnungen wurden aber auch an-
dere visuelle Darstellungsformen gewahlt. ,,Da habe ich mir die Farben hingemalt.” (hand-

schriftliche Notizen zu Testbogen 32):

Meine Lésung:
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Abbildung 45: farbliche Darstellung - Schneemann (Testbogen 32)

Jenes Kind erkannte, dass die Schneemanner keine wesentliche Rolle beim Bearbeiten der
Aufgabe spielen, sondern die Farben. Aus diesem Grund wurden nur diese aufgezeichnet und
systematisch miteinander verkniipft. Auch Testteilnehmerin 23 gibt an: ,,Das habe ich mir hier

so mit bunten Punkten aufgezeichnet.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 23)
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Neben den zwei haufigsten Darstellungsformen verwendete nicht ganz ein Zehntel der Schi-
ler*innen eine verbale Darstellung. Wahrend eine Testperson durch folgende Erlauterung Ein-
blick in eine inkorrekte Denkweise gibt: ,Es gibt nur zwei Besen” (Notizen auf Testbogen 7),
zahlen andere Teilnehmer*innen die Moglichkeiten in Worten auf: ,rot braun, rot gelb,
orange braun, orange gelb, blau braun, blau gelb” (Notizen auf Testbogen 10). Von einigen
Lernenden wurde ihre Vorgehensweise auch verbal begriindet, wie etwa Testperson 8: ,\Wenn
rot als Topf benutzt wird, kann man als Besen zwei Moglichkeiten benutzen und so ist das
auch bei den anderen Farben. Da es drei Farben fir den Topf und zwei fir den Besen gibt,
kann man drei mal zwei ist gleich sechs rechnen.” (Notizen auf Testbogen 8) Jene Schiilerin

erlautert in Worten ihre rechnerische Losungsstrategie.

Doch auch eine rein mathematische Darstellung wurde von insgesamt vier Lernenden verwen-
det. Zwei dieser Teilnehmenden waren auch Teil des lauten Denkens. Teilnehmer*in 21 gibt
hierbei an: ,Da habe ich drei mal zwei gerechnet, weil es drei Topfe und zwei Besen gibt.”
(handschriftliche Notizen zu Testbogen 21) Auch ein weiteres Kind wendete die gleiche Re-
chenweise an und gab in der retrospektiven Phase noch weitere Einblicke, wie es zur Rech-
nung gekommen ist. ,Ich habe einen roten Topf genommen und dazu einen Besen gegeben
und dann auch noch den anderen Besen. Dann habe ich diese zwei Moglichkeiten mal drei
gerechnet, weil es drei verschiedene Topfe gibt.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 11)
Diese verbale Erlauterung zeigt, dass jenes Kind bereits ein tiefes Verstandnis fiir das Losen
dieser kombinatorischen Aufgabe hat. Aus diesem Grund ist es moglich, eine Rechnung anzu-

geben. Ein Abzdhlen aller Méglichkeiten ist nicht mehr notwendig.

7.2.2.3 Kategorie 3 — Fehleranalyse

Werden jene Daten der Teilnehmer*innen, welche die Aufgabe nicht korrekt |I6sen konnten,
ndher analysiert, zeigt sich, dass die Schiler*innen auch hierbei verschiedene Herangehens-
weisen sowie ein unterschiedliches Reflexionsniveau lber ihr eigenes Vorgehen haben. Ein
Kind begriindete seine Lésung anhand der Anzahl der vorhandenen Farben: , Es sind finf Mog-
lichkeiten, weil es funf verschiedene Farben sind.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 1)
Hierbei zeigt sich, dass der Testteilnehmende die unterschiedlichen Farben als wesentliches
Kriterium flr seine Lésungszdhlung sieht. Flr ihn ist aus der Angabe nicht ersichtlich, dass die
Farben, welche die Topfe und die Besen haben kdnnen, miteinander kombiniert werden ms-

sen.

Dieses Prinzip haben andere Lernende, welche die Aufgabe ebenfalls nicht korrekt I16sen konn-
ten, verstanden. So zeigte sich bei einem Kind, dass dieses die Farben der Topfe und Besen

kombiniert hat und beim lauten Denken auf eine korrekte Lésung kommt, sich jedoch wahrend
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der Testung vertan haben diirfte und dadurch eine nicht korrekte Lésung ermittelte: ,Ich habe
rot und gelb zusammengegeben — das ist eine Moglichkeit. Dann habe ich rot und braun zu-
sammengegeben — das ist die zweite Moglichkeit. Dann noch blau und braun und blau und
gelb. Dann fehlt noch orange und braun und orange und gelb. Das sind sechs Moglichkeiten.
Wie ich hier jetzt auf zehn gekommen bin, weil? ich nicht mehr.” (handschriftliche Notizen zu
Testbogen 44) Auch eine weitere Versuchsperson bemerkt wahrend dem Einzelgesprach mit
der Forschungsleiterin ihren Fehler: ,Da habe ich glaube ich eine Farbe Ubersehen.” (hand-
schriftliche Notizen zu Testbogen 41) Aus diesem Grund kommt dieses Kind nur auf vier Mog-

lichkeiten.

Bei Testteilnehmer*in 6 ldsst sich eine weitere Fehlerquelle ermitteln. ,\\Weil ein Schneemann
keinen Besen hat, sind es zwei Moglichkeiten. Wenn es drei Besen geben wirde, waren es
drei.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 6) In diesem Zusammenhang ist ersichtlich, dass
jenes Kind davon ausgegangen ist, dass jedes Objekt, jeder Besen und jeder Topf, nur einmal
verwendet werden kann. Dies weist darauf hin, dass die Testperson das Konzept der Kombi-
natorik noch nicht ganz begriffen hat und die Flexibilitat im Umgang mit den Objekten noch
nicht ersichtlich ist. Weiters gibt ein Kind an, dass ,,es nicht mehr weil3, wie es gerechnet hat”
(handschriftliche Notizen zu Testbogen 39). Jenes Kind kann die fiinf Moglichkeiten, welche

auf dem Testbogen (Testbogen 39) angegeben wurden, nicht mehr begriinden.

7.3 Aufgabe 1b

Die Aufgabe 1b wird auch als Speisekarte betitelt und lasst sich dem Aspekt der Multiplikation
zuordnen. Aufgrund einer groReren Anzahl an Moglichkeiten als beim Aufgabenbeispiel 1a
wird dieses als schwierigeres Beispiel eingeordnet. Anbei wird die Aufgabe sowohl quantitativ

als auch qualitativ analysiert.

7.3.1 Quantitative Auswertung

Die Testaufgabe Speisekarte konnten insgesamt 23 Teilnehmer*innen korrekt bearbeiten, was
prozentual gesehen etwa 35% der Untersuchungspersonen entspricht. Den restlichen 42
Schiler*innen gelang es nicht, einen addaquaten Losungsweg zu ermitteln. Dieses Verhaltnis

zeigt das Kreisdiagramm anbei:
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1b - Speisekarte

= richtig = falsch

Abbildung 46: 1b - Speisekarte

Verglichen zu den anderen Testbeispielen, konnte die Aufgabe 1b genau dem Durchschnitt
entsprechend bearbeitet werden. Wird der Mittelwert aller Aufgaben, die richtig gel6st wur-
den, berechnet, ergibt sich, dass eine Testaufgabe im Durchschnitt 28 Schiiler*innen korrekt
bearbeiteten, was genau der Losungsrate der Aufgabe Speisekarte entspricht. Nach dieser Ein-

ordnung erfolgt eine genauere Analyse in der qualitativen Auswertung.

7.3.2 Qualitative Auswertung

Nach der Kategorisierung der Eintragung der Lernenden in das freie Losungsfeld sowie der
verbalen Daten aus den Einzelgesprachen werden diese im folgenden Unterkapitel naher be-

schrieben.

7.3.2.1 Kategorie 1 — Lésungsstrategien

Bei einer genaueren Betrachtung der Losungsstrategien, welche die Testteilnehmer*innen bei
der Aufgabe Speisekarte angaben, zeigt sich, dass von der Halfte der Personen eine intuitive
Losung verwendet wurde. Wahrend ein GroRteil dieser Schiiler*innen keine Eintragung am
Testbogen vornahm und auch die korrekte Losung nicht ermitteln konnte, gelang dies jedoch
acht Personen. Einige dieser Kinder waren auch Teil des lauten Denkens. Auffallig ist, dass
diese ein systematisches Vorgehen beschrieben, auch wenn sie dieses nicht schriftlich festge-
halten haben, wie etwa folgendes Kind: , Ich habe die Knoblauchsuppe und das Schnitzel zu-
sammengegeben, die Knoblauchsuppe und das Wirstchen, die Knoblauchsuppe und die Pizza
und jedes davon immer einmal mit dem Mohnkuchen und einmal mit der Himbeertorte. Dann
habe ich das auch mit der Frittatensuppe gemacht [...].“ (handschriftliche Notizen zu Testbo-
gen 44) Etwas abweichend ist die Erlauterung von Testperson 55, welche ebenfalls einen in-
tuitiven Losungsweg angab: ,Ich habe die Knoblauchsuppe mit den drei Hauptspeisen genom-

men und es gab ja zwei Nachspeisen, deshalb muss man das mal zwei rechnen. Dann sind das
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also sechs Moglichkeiten. Dann habe ich das Gleiche mit der Frittatensuppe gemacht, da gibt
es auch wieder sechs Moglichkeiten, also insgesamt 12 Moglichkeiten.” (handschriftliche No-
tizen zu Testbogen 55). Hierbei wurde erkannt, dass es nicht notwendig ist, alle Menikombi-
nationen aufzulisten. Das Kind verkniipfte sein systematisches Vorgehen mit einem rechneri-
schen Vorgehen und konnte so auf geschickte Weise intuitiv, ohne schriftliche Notizen, die

Anzahl an Moglichkeiten ermitteln.

Neben intuitiven Losungswegen ldsst sich bei etwas mehr als einem Viertel der Untersu-
chungsteilnehmer*innen eine systematische Vorgehensweise erkennen. Dieses kdnnen die
Schiler*innen in den Einzelgesprdchen auch erldutern: ,Ich habe immer eine Suppe, eine
Hauptspeise und einen Kuchen zusammengegeben.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen
4) Es wird ersichtlich, dass die Testperson die Angabe der Aufgabe genau verstanden hat. Fir
sie war es nicht notwendig, im lauten Denken nochmals alle Moglichkeiten aufzuzahlen. Es
beschrieb sein Vorgehen auf kurze Weise. Ahnlich ging auch folgendes Kind vor: ,,Ich habe jede
Suppe mit jeder anderen Speise kombiniert” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 18). Test-
person 32 hingegen beginnt zunachst damit, alle Moglichkeiten zu benennen: ,Frittaten-
suppe, Schnitzel und Mohnkuchen, dann Frittatensuppe, Schnitzel und Himbeertorte, dann
[...]” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 32), erkennt aber nach einigen Auflistungen Fol-
gendes: , Ich brauche jetzt nicht alles aufzahlen, es steht eh hier. Ich bin das der Reihe nach so

durchgegangen und so auf zwolf gekommen.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 32)

Weiters konnte als Losungsstrategie auch ein Rickgriff auf Vorwissen bei insgesamt sieben
Testpersonen verordnet werden. All jene verwendeten eine rechnerische Losung. Testperson
65 gibt am Testbogen die Rechnung ,3 - 2 = 6“ (Notizen auf Testbogen 65) an und erldutert
sein Vorgehen im Einzelgesprach folgendermaRen: ,Es gibt Knoblauchsuppe, Schnitzel und
Mohnkuchen; Knoblauchsuppe, Wiirstel und Mohnkuchen; Knoblauchsuppe, Pizza und Mohn-
kuchen. Das habe auch mit der Himbeertorte durchgetauscht. Dann sind es schon mal sech:s.
Wenn man dann noch die Suppe austauscht, sind es doppelt so viele.” (handschriftliche Noti-
zen zu Testbogen 65) Weiters wurden auch etliche inkorrekte rechnerische Lésungen angege-
ben: ,6 + 6+ 6+ 6+ 6+ 6 =36"(Notizen auf Testbogen 36), ,3-3=9 & 9+ 9 = 18" (Notizen
auf Testbogen 27), ,2 - 3 = 6“ (Notizen auf Testbogen 64) Keines dieser Kinder war Teil des

lauten Denkens, weshalb kein genauerer Einblick in die Losungsstrategien ermaoglicht wurde.

Zudem konnten funf Proband*innen der Unterkategorie Versuch und Irrtum zugeordnet wer-
den. Testperson 16 beschreibt ihr inkorrektes Vorgehen im Einzelgesprach folgendermaRen:
»Zuerst habe ich ein Schnitzel und eine Himbeertorte genommen, dann ein Schnitzel und eine
Frittatensuppe und dann habe ich immer zwei zusammengegeben.” (handschriftliche Notizen

zu Testbogen 16) Hierbei wird ersichtlich, dass dieses Kind nicht erkannt hat, dass immer drei
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Speisen zu einem Menl zusammengestellt werden. Die Person kombinierte immer lediglich
zwei Gerichte und ermittelte daher eine falsche Losung. Auf weitere Fehlerquellen wird in der

entsprechenden Kategorie noch genauer eingegangen.

7.3.2.2 Kategorie 2 — Darstellungsformen

Nach dem Kategorisieren der Darstellungsformen der Aufgabe 1b zeigt sich, dass auch bei die-
sem Testbeispiel die Halfte der Teilnehmenden keine Darstellung angab. Zum lauten Denken
wurden insgesamt vier Schiiler*innen eingeladen, welche bei der Aufgabe Speisekarte das Lo-
sungsfeld freilieRen. Testteilnehmer*in 13 hinterfragt sich hierbei im Einzelgesprach selbst:
»Wie habe ich das nochmal gerechnet? Ich vergesse immer alles so schnell. Ich weil es nicht
mehr.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 13) Ahnlich gibt auch Testperson 39 an: , Ich
weild es nicht mehr.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 39) Wesentlich ist, dass auch bei
beiden Teilnehmenden die Losung als falsch bewertet wurde (Testbogen 13 & 39). Die Aussa-
gen, gemeinsam mit einer nicht vorhandenen Darstellungsform, weisen darauf hin, dass die
Lernenden keine klare Strategie hatten und sich somit auch keine nachvollziehbaren Notizen
machen konnten. Aufgrund dessen, dass etwa drei Viertel der Teilnehmenden, welche keine
Darstellung anfihrten, auch die korrekte Losung nicht ermitteln konnten, ldsst sich darauf

schlieBen, dass es vielen Lernenden so erging wie den Testpersonen 13 und 39.

Dennoch konnte ein Viertel jener Untersuchungsteilnehmer*innen, die das Losungsfeld leer
lieRen, die Aufgabe richtig bearbeiten. Ein Kind gibt hierfiir an: ,,Ich habe das im Kopf so durch-
getauscht.” (schriftliche Notizen zu Testbogen 41) Hingegen erldutert Testperson 44 im lauten
Denken nur die eigene Vorgehensweise und Losungsstrategie und gibt keinen Einblick in die
Darstellung. Es ldsst vermuten, dass auch diese teilnehmende Person die Moglichkeiten im

Kopf gezahlt hat, da sie die richtige Losung angeben konnte.

Weiters verwendete nicht ganz ein Zehntel der Gesamtteilnehmenden eine visuelle Darstel-
lung. Ein GroRteil jener Kinder, die sich fir diese Form entschieden, verwendete Typografien.
Hierfiir wurden zumeist die Speisen mit Buchstaben abgektirzt: ,F fir Frittaten, S flr Schnitzel,
H fir Himbeertorte” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 1). Auch Testperson 28 fiihrt im
lauten Denken diese Abklirzungen an: ,Ich habe K fiur Knoblauchsuppe, Sch fir Schnitzel, M
fur Mohnkuchen und so weiter genommen.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 28) Die

Abbildung anbei veranschaulicht die typografische Darstellung von Testbogen 4.
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Meine Lésung:
K'Sm KPF
LvH ;?3/1 M
R Fom
PM ¥
K sk W
Kwi- FINM

Abbildung 47: Typografie - Speisekarte (Testbogen 4)

Durch diese Form der Notation kann die Anzahl der Méglichkeiten kompakt, tibersichtlich und
effizient ermittelt werden. Die Schiiler*innen erkannten, dass es nicht notwendig ist, jede
Speise auszuschreiben, sondern auch Abkilrzungen bei der Losungsfindung helfen. Neben ty-
pografischen Veranschaulichungen verwendeten Teilnehmende auch farbliche Darstellungen.
Testperson 18 fihrte im Einzelgesprach an, dass sie sich ,,das mit Farben aufgezeichnet”

(handschriftliche Notizen zu Testbogen 18) hat, wie die Abbildung zeigt:

Meine Lésung;

i - ™

—

}5/, E ‘/ A

Abbildung 48: farbliche Darstellung - Speisekarte (Testbogen 18)

Jenes Kind gab jedem Gericht eine andere Farbe und fand die addaquate Losung durch das
Kombinieren dieser. Auch hier wurde ein effizienter Weg gefunden. Hingegen erstellte eine

andere Testperson aufwandige Zeichnungen:

Meine Lésung:

Abbildung 49: zeichnerische Darstellung - Speisekarte (Testbogen 16)

,Ich habe mir alles aufgezeichnet. Zuerst habe ich eine Frittatensuppe, ein Schnitzel und eine
Himbeertorte genommen und die anderen Bilder habe ich so darliber gegeben.” (handschrift-
liche Notizen zu Testbogen 16). Wird die Zeichnung gemeinsam mit der Aussage analysiert,
zeigt sich, dass hierbei der Fokus auf die Losung verloren ging. Jenes Kind konnte keine syste-
matische Darstellung finden, die half, die Anzahl der Méglichkeiten zu ermitteln. Eine weitere
besondere visuelle Darstellung gab Untersuchungsteilnehmer*in 11 an. Diese zeigt die Abbil-

dung anbei.
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Meine Lésung;

W
N

Abbildung 50: visuelle Darstellung - Speisekarte (Testbogen 11)

Im lauten Denken wurde hierzu erldutert: ,Ich habe mir da Reihen gemacht. Zuerst habe ich
einmal eine gerade Reihe gerechnet, dann eine Zick-Zack-Reihe und dann noch ein anderes
Zick-Zack-Muster.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 11) Auf Nachfrage nach einer ge-
naueren Erlduterung konnte die Untersuchungsperson nicht mehr genau erklaren, warum
diese Darstellungsform gewahlt wurde. Sie zeigt jedoch, dass das Kind ein gutes abstraktes
Vorstellungsverstandnis hat. Das Kind ging die Moglichkeiten der Kombinationen im Kopf
durch und veranschaulichte sich diese anhand von Linien, wenngleich das Ergebnis inkorrekt
ist (Testbogen 11).

Weiters gaben zehn Schiler*innen ihrer Darstellung eine verbale Basis. Eine Testperson fiihrte
ihren Lésungsweg in Worten an: ,,Pro Suppe gibt es sechs Moglichkeiten. Beispiel: Knoblauch-
suppe, Schnitzel, Mohnkuchen. Knoblauchsuppe, Schnitzel, Himbeertorte. So ist das auch bei
Wirstel und Pizza. Bei Frittatensuppe gibt es gleich viele Moglichkeiten. Deswegen: 6 -2 =12
(Notizen auf Testbogen 8) Durch diese Erklarung wird ein genauer Einblick in die Losungsstra-
tegie sowie in das mathematische Verstandnis moglich. Es ist nachvollziehbar, wie die Test-
person das Ergebnis ermitteln konnte. Hingegen flihrten viele Schiiler*innen, deren Notizen
der Unterkategorie verbale Darstellung zugeordnet wurden, auch alle Moglichkeiten in Wor-

ten an. Sie verwendeten keine Abkiirzungen.

Von ebenfalls zehn Teilnehmenden wurde eine mathematische Darstellungsform gewahit.
Hierbei kénnen unterschiedliche Herangehensweisen analysiert werden. Testperson 6 gibt im
lauten Denken Folgendes an: ,Ich habe mir das durchnummeriert, damit ich nicht immer alle
Gerichte aufschreiben muss.” (schriftliche Notizen zu Testbogen 6) Dieses teilnehmende Kind
weist auf eine Zifferndarstellung hin. Es hat erkannt, dass es Zeit sparen kann, wenn es die
Gerichte anhand von Ziffern zu Menis zusammenstellt und nicht immer jedes einzelne Gericht
ausschreiben muss. Es wurde eine gewisse Abstraktionsfahigkeit angewandt sowie selbst er-
kannt, dass die kognitive Belastung minimiert werden kann, wenn nicht immer alle langen
Gerichte gelesen und notiert werden miissen. Eine weitere mathematische Darstellung wurde

am Testbogen 21 angegeben:
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Meine Lésung:

3 4 3
2k 28 24

|
g 7

Abbildung 51: mathematische Darstellung - Speisekarte (Testbogen 21)

Im Einzelgesprach erklarte die Untersuchungsperson die Darstellung folgendermaRen: , Ich
habe eine Suppe mal die anderen gerechnet. Das habe ich bei jeder Speise so gemacht und
deshalb bin ich auf 76 gekommen.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 21) Nach genaue-
rer Nachfrage konnte das Kind nicht mehr erlautern, wie es welche Ziffern und Zahlen zuge-
ordnet hat. Es zeigt sich, dass das Kind versucht hat, eine systematische Darstellung anzuwen-

den, diese jedoch nicht zur Ermittlung der Losung flhrte.

7.3.2.3 Kategorie 3 — Fehleranalyse

Erfolgt eine genaue Analyse der Fehler, welche den Lernenden unterlaufen sind, kann eine
Vielfaltigkeit dieser erkannt werden. Wahrend Testperson 5 im lauten Denken den Losungs-
prozess genau erlautern kann, gibt diese auf Nachfrage, wie sie dennoch auf 24 Méglichkeiten
gekommen ist, folgendes an: ,,Da habe ich mich vertan.” (handschriftliche Notizen zu Testbo-
gen 5) Durch das Einzelgesprach wird sichtbar, dass das Kind weil3, wie die Aufgabe geldst wird
und systematisch vorgegangen ist — dennoch wurde die Anzahl der Moglichkeiten noch ver-
doppelt und somit ein inkorrektes Ergebnis angegeben. Einblick in eine weitere inkorrekte Lo-
sung ermoglicht Testteilnehmer*in 42 im Einzelgesprach. Diese hat insgesamt acht Moglich-
keiten ermittelt (Testbogen 42). ,,Einmal die Knoblauchsuppe mit dem Schnitzel und mit dem
Mohnkuchen und dann nochmal die Knoblauchsuppe mit dem Schnitzel und der Himbeer-
torte. Dann das gleiche mit der Frittatensuppe und dann immer so weiter.” (handschriftliche
Notizen zu Testbogen 42) Diese verbale Erlauterung zeigt, dass das Prinzip der Kombination
gut verstanden wurde. Es konnten auch einzelne Kombinationen korrekt aufgezahlt werden.
Dennoch dirfte beim Abzahlen der Moéglichkeiten ein Fehler unterlaufen sein, welcher nicht
mehr nachvollziehbar ist, da das Loésungsfeld frei war und keine nachvollziehbaren Notizen

vorhanden waren.

Mehrere Testteilnehmer*innen ermittelten, dass es zwei verschiedene Gerichte gibt. Die Vor-
gehensweise hierzu erklart ein Kind im lauten Denken folgendermalen: ,Es gibt zwei Moglich-
keiten, weil es bei den Suppen zwei sind und auch bei der Nachspeise. Bei der Hauptspeise
sind es zwar drei Gerichte, aber es gibt nur zwei Mdéglichkeiten, weil man ja fur eine Moglich-

keit die drei braucht.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 23) Auch am Testbogen 7 findet
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sich eine ahnliche verbale Erlduterung: ,Es sind 2 Nachspeisen und 2 Suppen, daher gibt es
nur 2 Moglichkeiten.” (Notizen auf Testbogen 7) Weiters ist auch Testperson 6 dieser Fehler
unterlaufen. Sie gibt im Einzelgesprach an: ,Ich habe die Speisen immer so zusammengege-
ben, aber eines, ich glaube das Schnitzel, ist mir (ibriggeblieben. Deshalb sind es nur zwei Mog-
lichkeiten.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 6) Jene Aussagen weisen auf einen funda-
mentalen Fehler im kombinatorischen Denken hin. Diese Testteilnehmenden betrachten nur
die einzelnen Gange und nicht das gesamte Menli, bestehend aus drei Gangen. Es wird nicht
erkannt, dass beim Ermitteln der Moglichkeiten jedes Objekt mehrmals vorkommen kann.
Dieses Prinzip hat auch Testteilnehmer*in 60 nicht erfasst. Die Testperson fihrt an: ,Ich habe
alle Speisen zusammengezahlt. Es gibt sieben Speisen, also sind es sieben Mdglichkeiten.”
(handschriftliche Notizen zu Testbogen 60) Auch hier wird ersichtlich, dass das Prinzip der
Kombination der drei Gange nicht begriffen wurde. Die Gesamtanzahl der Speisen wird mit

der Anzahl an Kombinationen gleichgesetzt.

7.4 Aufgabe 2a

Die Aufgabe 2a, welche den Titel Spaziergang der Tiere tragt, kann dem kombinatorischen
Prinzip der Permutation zugeordnet werden. Im vorliegenden Testbogen wurde dieses Bei-
spiel als leichtere Permutationsaufgabe zugeordnet. Anbei wird diese Aufgabe quantitativ so-

wie qualitativanhand der drei festgelegten Kategorien analysiert.

7.4.1 Quantitative Auswertung

Die Aufgabe Spaziergang der Tiere konnte insgesamt von 90% der Untersuchungsteilnehmen-
den geldst werden. 59 Schiiler*innen gelang es, die richtige Anzahl an Moglichkeiten zu ermit-
teln, hingegen konnten sechs Lernende keinen adaquaten Losungsweg finden. Dieses Verhalt-

nis zeigt das Kreisdiagramm anbei:

2a - Spaziergang der Tiere

\

= richtig = falsch

Abbildung 52: 2a - Spaziergang der Tiere
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Die Aufgabe Spaziergang der Tiere ist verglichen zu den anderen Aufgaben der vorliegenden
Forschung jenes Beispiel, welche eindeutig die hochste Losungsrate hat. Es gelang einer tber-
wiegenden Mehrheit die erfolgreiche Bewdltigung, was darauf hinweist, dass die Aufgabe
keine Uberwiegende Schwierigkeit darstellte und gut verstandlich war. Eine ndhere Analyse

folgt anbei in der qualitativen Auswertung.

7.4.2 Qualitative Auswertung

Folgendes Kapitel beinhaltet die qualitative Auswertung der Aufgabe 2a. Hierfiir werden so-
wohl die Daten, welche die Teilnehmer*innen am Testbogen im freien Losungsfeld eingetra-
gen haben herangezogen, als auch die verbalen Daten, welche beim lauten Denken gewonnen

werden konnten.

7.4.2.1 Kategorie 1 — Lésungsstrategien

Die freien Losungsfelder am Testbogen der Lernenden wurden analysiert und anschlieRend
hinsichtlich der erkennbaren Lésungsstrategien codiert und den entsprechenden Unterkate-
gorien zugeordnet. Bei der Aufgabe Spaziergang der Tiere zeigt sich, dass die Hélfte der Teil-
nehmenden keinen expliziten Losungsweg im Losungsfeld angegeben hat. Die Schiller*innen
konnten sich beim Beantworten der Aufgabe auf ihr Bauchgefiihl verlassen beziehungsweise
die Antwort intuitiv oder im Kopf finden. Aufgrund dessen, dass die Anzahl an Mdglichkeiten
relativ gering ist sowie auf Basis einer sehr hohen Losungsrate, kann darauf geschlossen wer-
den, dass viele Teilnehmende die Aufgabe spontan gemeistert haben und sich ihren Losungs-
weg nicht explizit anflihren mussten. Dies zeigen auch die Einzelgesprache. Diese wurden ins-
gesamt mit 13 Schiiler*innen, welche am Testbogen ihr Losungsfeld freilieBen, geflihrt, wovon
zwolf die richtige Losung fanden. Alle Teilnehmer*innen konnten im lauten Denken ihren L6-
sungsweg beziehungsweise ihre Strategie verbal duRern. So erldutert ein Kind: ,,Es muss zwei
Moglichkeiten geben. Hinter dem Elefanten stehen zwei Tiere. Da steht zum Beispiel zuerst
das Zebra und dann die Giraffe und dann steht zuerst die Giraffe und danach das Zebra.”

(handschriftliche Notizen zu Testbogen 1)

Wahrend von vielen Teilnehmer*innen alle Moglichkeiten genau aufgezahlt wurden, erkann-
ten einige fruher, dass es lediglich zwei verschiedene Reihenfolgen geben kann: ,Zuerst das
Zebra und dann die Giraffe und dann umgedreht.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 4)
Die Aussage dieses Kindes veranschaulicht auch die Erkenntnis, dass der Elefant beim Finden
der Anzahl an Mdglichkeiten irrelevant ist. Dieser steht immer an erster Stelle. Dies lasst sich
auf etlichen Testbogen erkennen. Auf Testbogen 33 findet sich beispielsweise folgende ver-
bale Erlduterung ,Zebra + Giraffe; Giraffe + Zebra” (Notizen auf Testbogen 33). Weiters weisen

auch einige Testpersonen im lauten Denken darauf hin: ,Wir wissen, dass der Elefant als Erster
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steht.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 13) ,Das Zebra und die Giraffe konnen sich ab-
wechseln, der Elefant nicht.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 23) , Der Elefant will ja
unbedingt als erster gehen.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 55) ,,Es sind eigentlich
nur zwei Tiere.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 42) Auch wenn lediglich 25 Kinder eine
nachvollziehbare systematische Strategie am Testbogen angaben, wurde eine solche von ei-

nem GroRteil der Lernenden verwendet.

Zudem wurden vier Testbogen der Unterkategorie Versuch und Irrtum zugeordnet. Bei zwei
Personen waren die angegebenen Strategien nicht eindeutig zuordenbar. Eine weitere Person
fihrte folgendes an ,,G --> 2; 7 --> 3“ (Notizen auf Testbogen 29). Diese Darstellung konnte ein
Hinweis darauf sein, dass das Kind der Giraffe den zweiten und dem Zebra den dritten Platz
zuordnete, ist aber nicht genau nachvollziehbar. Das Kind wurde auch nicht zum lauten Den-
ken eingeladen und konnte somit seine Vorgehensweise nicht genauer erldutern. Weiters
konnte dieser Unterkategorie Testbogen 45 zugeordnet werden. Die Person zeichnete drei

Tiere auf und gab an, dass es eine Moglichkeit gibt.

Meine Lésung:

Abbildung 53: bildliche Darstellung - Spaziergang der Tiere (Testbogen 45)

Auch hier liegt ein Irrtum vor. Es wurde nicht erkannt, dass nach verschiedenen Aufstellungen
der Tiere gefragt war. Weiters konnte auf zwei Testbogen ein Rickgriff auf ein Vorwissen er-
kannt werden. Die schriftliche Erklarung: ,Es gibt halt nur noch zwei Moglichkeiten” (Notizen
auf Testbogen 7) weist auf das Weltwissen der Testperson hin. Hingegen gab ein weiteres Kind
eine mathematische Rechnung ,2 - 2 = 4“ (Notizen auf Testbogen 21) an, welche ebenfalls
dieser Kategorie zugeordnet wird, wenngleich diese nicht zur addquaten Losungsfindung bei-

tragt.

7.4.2.2 Kategorie 2 — Darstellungsformen

Wie bereits bei den Losungsstrategien angefiihrt, lieR etwa die Halfte der Teilnehmenden das
Losungsfeld bei der Aufgabe Spaziergang der Tiere frei. Aus diesem Grund kénnen die Bear-
beitungen der Kinder auch keiner Darstellungsform zugeordnet werden. Einige dieser Kinder
waren Teil des lauten Denkens. Auch dort gaben sie kaum Einblick in eine mogliche Darstel-
lung. Aufgrund der geringen Anzahl an Moglichkeiten wurde die Aufgabe tatsachlich von vie-

len Lernenden im Kopf geldst. So gab etwa eine Testperson keine Darstellung an, beschreibt
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aber im lauten Denken folgendes systematisches Vorgehen: ,Zuerst das Zebra und dann die

Giraffe und dann umgedreht.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 4)

Etwa ein Flinftel aller Testpersonen veranschaulichten die Losung verbal. Einige Kinder fiihren
eine genaue Beschreibung und Erlduterung an: ,Es kann entweder das Zebra oder die Giraffe
hinter dem Elefanten stehen. Es gibt also zwei Losungen: Elefant --> Zebra --> Giraffe oder
Elefant --> Giraffe --> Zebra” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 8) Andere Schiiler*innen
wiederum schrieben nur die Moéglichkeiten auf: , Elefant, Giraffe, Zebra oder Elefant, Zebra,
Giraffe” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 56).

Weiters verwendeten gleich viele Kinder eine visuelle wie eine verbale Darstellung. Bei der

visuellen Darstellung waren Zeichnungen der Tiere am haufigsten, wie etwa auf Testbogen 16:

Meine Lésung

Abbildung 54: bildliche Darstellung - Spaziergang der Tiere (Testbogen 16)

Die Abbildungen dienen den Testteilnehmer*innen als visuelle Stitze. Jedoch zeichneten viele
Kinder nur eine Moglichkeit auf und erkannten die zweite intuitiv oder hatten Platzprobleme.
Testperson 16 gab dies auch im /lauten Denken an: ,Ich habe mir die Tiere ganz normal aufge-
zeichnet und weil ich keinen Platz gehabt habe, habe ich das mit einem Pfeil noch gemacht.
Also das Zebra und die Giraffe konnen noch tauschen.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen
16) Auch auf Testbogen 32 ist ersichtlich, dass zundchst gezeichnet und anschlieRend erkannte

wurde, dass es nicht notwendig ist, alle Tiere aufzuzeichnen:

Meine Losung
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Abbildung 55: bildliche und verbale Darstellung - Spaziergang der Tiere (Testbogen 32)
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Neben bildlichen Darstellungen verwendeten Kinder aber auch Typografien. Sie kiirzten sich

die Tiere ab und gaben deren Anfangsbuchstaben an:

Meine Losung
1E+G + 7
zf + 2+ 9/

Abbildung 56: typografische Darstellung - Spaziergang der Tiere (Testbogen 22)

Hingegen ordnete Testperson 18 jedem Tier eine andere Farbe zu und kombinierte diese, um
die Anzahl an Moglichkeiten zu ermitteln. ,Ich habe mir die Tiere mit Farben markiert” (hand-

schriftliche Notizen zu Testbogen 18). Dieses Vorgehen wird am Bild anbei ersichtlich:

Meine Lésung;
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Abbildung 57: farbliche Darstellung - Spaziergang der Tiere (Testbogen 18)

Weiters wurden von drei Testteilnehmer*innen mathematische Darstellungen angegeben.
Wahrend zwei Personen den Tieren Ziffern zuordneten und diese miteinander kombinierten,

verwendete ein weiteres Kind die Rechnung ,,2 - 2 = 4“ (Notizen auf Testbogen 21).

7.4.2.3 Kategorie 3 — Fehleranalyse

Die Aufgabe Spaziergang der Tiere konnte von einem GroRteil der Testteilnehmer*innen rich-
tig gelost werden. Dennoch gaben sechs Lernende eine inkorrekte Antwort an, wovon zwei
Kinder zum lauten Denken eingeladen wurden. Eine Testperson erlduterte im Einzelgesprach:
,Es sind drei Tiere, deshalb sind es drei Moglichkeiten.” (handschriftliche Notizen zu Testper-
son 39) Jenes Kind hat nicht erkannt, dass der Elefant einen fixierten Platz hat und dieser somit
keine wesentliche Rolle spielt. Die Problematik der Anordnung der Tiere reduziert sich auf
zwei Lebewesen. Fir die Testperson diirfte die Anzahl der Tiere der wesentliche Faktor gewe-
sen sein. Vermutlich liegt kein kombinatorisches Verstandnis vor. Ein weiteres Kind flihrte im
lauten Denken folgende Erklarung an: ,Der Elefant ist vorne und die anderen zwei Tiere habe
ich hinten getauscht. Dann habe ich zwei mal zwei, also vier, gerechnet.” (handschriftliche

Notizen zu Testbogen 21) Die Testperson beschrieb zundchst korrekt, dass der Elefant einen



7 Forschungsergebnisse 130

Fixplatz hat und dass die anderen zwei Tiere getauscht werden konnen. Auf Nachfrage der
Forschungsleiterin, warum anschlieRend noch gerechnet wurde, konnte das Kind keine Ant-
wort nennen: ,\Weil’ ich nicht mehr.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 21) Aus einem

nicht erklarbaren Grund wurde die Anzahl der Tauschmdglichkeiten verdoppelt.

Weiters gab Testperson 9 an, dass es sechs verschiedene Moglichkeiten gibt, wie sich die Tiere
aufstellen konnen (Notizen auf Testbogen 9). Aufgrund dessen, dass das Kind keine Darstel-
lungsform beziehungsweise Losungsstrategie angab und auch nicht Teil des lauten Denkens
war, kann nicht nachvollzogen werden, wie die Testperson zu dieser Losung kam. Es liegt aber
die Vermutung nahe, dass nicht erkannt wurde, dass der Elefant einen Fixplatz hat. Kbnnen
namlich drei Tiere den Platz beliebig tauschen, wiirde es sechs Moglichkeiten geben. Auch

weitere falsche Antworten kdnnen nicht genau nachvollzogen werden.

7.5 Aufgabe 2b

Die Aufgabe 2b bekam den Titel Fenster schmticken. Sie lasst sich der kombinatorischen Figur
der Permutation zuordnen. Aufgrund einer groReren Anzahl an Moglichkeiten als bei Aufgabe
2a wurde das hier vorliegende Beispiel als schwierigere Permutationsaufgabe deklariert. An-

bei wird diese sowohl quantitativ als auch qualitativ analysiert.

7.5.1 Quantitative Auswertung

Insgesamt konnten 43 Schiiler*innen die Aufgabe Fenster schmiicken richtig |6sen, hingegen
22 Teilnehmer*innen eine inkorrekte Antwort ermittelten. Prozentual gesehen gelang die Lo-
sungsfindung zwei Drittel der teilnehmenden Kinder. Dies veranschaulicht das Kreisdiagramm

anbei:

2b - Fenster schmucken

= richtig = falsch

Abbildung 58: 2b - Fenster schmiicken
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Im Vergleich zur ersten Permutationsaufgabe, zum Beispiel 2a, konnte das Beispiel Fenster
schmiicken von rund 25% weniger Lernenden addquat bearbeitet werden. In Relation zu allen
anderen Testaufgaben konnte 2b jedoch solide gelost werden. Das Beispiel wurde am dritt-
haufigsten richtig bearbeitet, wobei sie sich von Aufgabe 1a, die am zweithdufigsten richtig
geldst werden konnte, nur um ein Kind unterscheidet. Nach dieser Einordnung in die gesam-

ten Testergebnisse erfolgt nun eine genauere Analyse in der qualitativen Auswertung.

7.5.2 Qualitative Auswertung

Die Eintragungen der Untersuchungsteilnehmer*innen im freien Losungsfeld sowie die Aus-
sagen der Schiiler*innen im lauten Denken wurden codiert und werden nun in den einzelnen

Kategorien ausgewertet.

7.5.2.1 Kategorie 1 — Lésungsstrategien

Nach der Einordnung in die Unterkategorien der auf den Testbogen ersichtlichen Losungsstra-
tegien zeigt sich, dass am haufigsten strukturiert vorgegangen wurde. Ungefahr die Halfte al-
ler Teilnehmenden nutzte eine systematische Strategie, um die Losung zu ermitteln. ,Es gibt
immer zwei gelbe Sterne, zwei orangene Sterne und zwei rote Sterne. Also gibt es sechs Mog-
lichkeiten, wie die Sterne nebeneinander aufgehangt werden kénnen.” (handschriftliche No-
tizen zu Testbogen 23) Bei genauerer Betrachtung zeigt sich, dass zum GroRteil eine Fixplatz-
strategie verwendet wurde. Diese konnte 16-mal eindeutig erkannt werden. Testperson 18
sagte hierzu: ,Da habe ich jeden Stern einmal vorne genommen und die anderen zwei hinten
gewechselt und dann bin auch auf sechs gekommen.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen

18) Die Abbildung anbei veranschaulicht eine zeichnerische Fixplatzstrategie:

Meine Lésung:

i D /4

®
%

L4
e &
& 4

Abbildung 59: Fixplatzstrategie - Fenster schmiicken (Testbogen 32)
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Auch ein weiteres Kind beschreibt im Einzelgesprach genau, dass es eine Farbe fixiert hat und
die anderen Farben rotieren liel3: ,Zuerst habe ich den roten Stern genommen und orange
und gelb dazugegeben und dann orange und gelb noch getauscht. Dann habe ich eine andere

Farbe genommen und die zwei anderen Farben dazugegeben und wieder getauscht. Und das
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habe ich dann noch mal gemacht.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 32) Testperson 28
beschreibt ebenfalls diese Arbeitsweise und fligt dann noch hinzu: ,Ich habe die Farben also
immer ausgetauscht.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 28) Von einigen Untersuchungs-
teilnehmenden wurde dieses Vorgehen im lauten Denken in geklrzter Weise beschrieben:
,Jeder Stern ist zweimal vorne. Deshalb sind es sechs Moglichkeiten.” (handschriftliche Noti-
zen zu Testbogen 62) Hier wurde neben der Fixplatzstrategie auch ein Transfer erkannt. Nach
einem zunachst systematischen Arbeiten konnte im Prozess erkannt werden, dass sich das

Vorgehen wiederholt. Dies zeigt sich auch auf folgendem Testbogen:

Meine Lésung:
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Abbildung 60: Fixplatz & Transfer - Fenster schmiicken (Testbogen 29)
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Die ersten vier Anordnungen wurden aufgezeichnet und die letzten zwei intuitiv gezahlt, denn
das Kind gibt korrekterweise an, dass es sechs verschiedene Moglichkeiten gibt. Hingegen
stellt sich Testperson 31 nur zwei potenzielle Anordnungen dar und kann aus diesen bereits

darauf schlielRen, dass es gesamt sechs Moglichkeiten geben muss.

Meine Lésung: E

Abbildung 61: Transfer - Fenster schmiicken (Testbogen 31)

Weiters wurde auch die systematische Strategie des Drehens angewandt: ,Ich habe das dann
die ganze Zeit so herumgetauscht.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 5) Auch ein weite-
res Kind beschreibt einen Drehprozess: ,\Wenn man das so umdreht, dann kommt man auf

sechs.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 39)

Hingegeben gaben auch viele Lernende, etwa 40% der Teilnehmer*innen, keine Strategie an
und losten die Aufgabe intuitiv. Werden all jene Testbégen genauer betrachtet, zeigt sich, dass

hierbei etwas mehr als die Hélfte der Schiiler*innen die Aufgabe auch im Kopf richtig I6sen
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konnte. Einige dieser Kinder wurden auch zum lauten Denken eingeladen. Testperson 42 gab
zwar am Testbogen keine Strategie an und liel? das Losungsfeld leer, erklarte aber im Einzel-
gesprach sein systematisches Vorgehen folgendermaRBen: ,,Gelb mit orange und rot, dann gelb
mit rot und orange, dann orange mit gelb und rot und orange mit rot und gelb und noch rot,
gelb, orange und rot, orange, gelb” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 42). Dies zeigt, dass
jene Kinder eine hohe mathematische Kompetenz besitzen und die korrekte Losung im Kopf
ermitteln konnten. Ein Aufschreiben des Losungsprozesses war nicht notwendig. Andere Teil-
nehmende wiederum gaben keine Strategie an und konnten ihre Losung auch im lauten Den-
ken nicht argumentieren: ,,Ich weil? nicht mehr, wie ich auf vier gekommen bin.” (handschrift-
liche Notizen zu Testbogen 60) Hierbei lasst sich nicht mehr nachvollziehen, welche Gedanken

das Kind wahrend dem Losungsprozess hatte.

Nur wenige Testbégen konnten der Unterkategorie Riickgriff auf Vorwissen zugeordnet wer-
den. Im lauten Denken fiihrt ein Kind an, dass es einen Bezug zur vorherigen Aufgabe, zur
Aufgabe 2a, erkannt hat: ,,Da habe ich mir das gleiche gedacht wie bei der Aufgabe 2a.” (hand-
schriftliche Notizen zu Testbogen 1) Auch fiir Testperson 7 dirfte die Antwort selbstverstand-
lich gewesen sein: ,Einfach nur zdhlen” (Notizen auf Testbogen 7). Ob hierbei wirklich ein
Transfer oder ein Riickgriff auf sein Weltwissen vorliegt, oder ob das Kind die Moglichkeiten
im Kopf abgezahlt hat, kann nicht erkannt werden, da es nicht Teil des lauten Denkens war
und somit keine retrospektive Sichtweise bekannt ist. Testperson 8 flihrte hingegen eine aus-
fihrliche verbale Erlduterung an und bietet somit Einblick in den rechnerischen Vorgang: ,,Es
gibt zwei Moglichkeiten, wenn gelb als Erstes hangt. Dann gibt es zwei Moglichkeiten bei
orange und zwei bei rot. Deswegen: 3 - 2 = 6“ (Notizen auf Testbogen 8) Einen dhnlichen Vor-
gang beschreibt auch Testperson 11 im Einzelgespréach: ,Ich habe erstmal alle Farben genom-
men und dann die restlichen Farben dazugegeben und das mal zwei gerechnet. Also 3 - 2

(handschriftliche Notizen zu Testbogen 11)

Weiters gibt es nur wenige Zuordnungen zur Unterkategorie Versuch und Irrtum. Interessant

ist hierbei jene Strategie, welche Testperson 26 anwandte:

* x X

Meine Losung:
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Abbildung 62: unklare Strategie - Fenster schmiicken (Testbogen 26)
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Das Kind versuchte, ein System zu entwickeln. Letztlich kann retrospektiv aber nicht mehr ge-

nau nachvollzogen werden, warum drei oder vier Striche pro Farbe notiert wurden.

7.5.2.2 Kategorie 2 — Darstellungsformen

Anbei werden die verschiedenen Darstellungsformen, welche die Teilnehmer*innen am Test-
bogen anflihrten, ndher analysiert. Bei einer genaueren Betrachtung zeigt sich, dass die Auf-
gabe Fenster schmiicken am oOftesten anhand einer visuellen Darstellung geldst wurde. Am
haufigsten zeichneten die Proband*innen hierfiir Sterne in den entsprechenden Farben: ,Da
habe ich mir das mit bunten Sternen aufgezeichnet.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen

6) Eine solche grafische Darstellung zeigt beispielsweise folgende Abbildung:

Meine Losung:
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Abbildung 63: grafische Abbildung - Fenster schmiicken (Testbogen 24)

Weiters erkannten auch etliche Teilnehmer*innen, dass es nicht notwendig ist, Sterne zu ma-
len, sondern nur die Farben entscheidend sind, weshalb diese mit farblichen Strichen oder
Klecksen arbeiteten. Eine solche grafische Darstellung beschreibt folgendes Kind: ,Ich habe
hier nur die Farben genommen und diese umgetauscht.” (handschriftliche Notizen zu Testbo-

gen 28) Folgende Abbildung veranschaulicht eine Darstellung mit Klecksen:

Meine Lésung:
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Abbildung 64: farbliche Abbildung - Fenster schmiicken (Testbogen 22)

Im Einzelgesprach erldautert eine weitere Testperson ein kombiniertes visuelles Vorgehen: , Ich
habe mir immer drei Sterne aufgezeichnet. Dann habe ich den Anfangsbuchstaben von jeder

Farbe dazugeschrieben.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 55) Neben gezeichneten
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Sternen wurden auch von etlichen Teilnehmern*innen Typografie in Form von Abkirzungen
der Anfangsbuchstaben der Farben verwendet. Dies beschreibt beispielsweise auch folgendes
Kind: ,,Gelb, orange und rot habe ich mir mit g, o und r abgekiirzt und damit jede Moglichkeit

aufgeschrieben.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 63)

Allgemein betrachtet lasst sich die vielfache Verwendung von visuellen Darstellungen darauf
zurlickfiihren, dass die vorgegebenen Farben der Sterne die Teilnehmer*innen dazu verleiten,
auch mit diesen Farben zu arbeiten, sei es in Form von Sternen, Punkten, Strichen oder Typo-
grafien. Ebenfalls gaben viele Lernende keine Darstellungsform an. Wie bereits im Kapitel zu-
vor beschrieben, konnte aber etwa die Halfte all jener Teilnehmer*innen, die das Losungsfeld
freilieBen, die Aufgabe dennoch |6sen. Eine konkrete Darstellung war fir diese Schiler*innen

nicht notwendig.

Weiters wurde die Aufgabe 2b nur von wenigen Teilnehmer*innen verbal erlautert. Diese be-
ziehen sich nahezu alle auf die Auflistung der unterschiedlichen Moglichkeiten in Worten. Nur
Testperson 8 beschrieb das Vorgehen genau und ging anschlieBend auf eine mathematische

Schlussfolgerung ein: ,,Deswegen 3 - 2 = 6“ (Notizen auf Testbogen 8).

7.5.2.3 Kategorie 3 — Fehleranalyse

Anbei werden typische Fehlerquellen der Aufgabe Fenster schmiicken ndher betrachtet. In
einigen Fallen ist erkennbar, dass die Teilnehmer*innen das Prinzip der Kombination gut ver-
standen haben, jedoch nicht bedachten, dass auch der zweite und der dritte Stern nochmal
vertauscht werden kdnnen. Dieser Denkfehler unterlief auch folgender Testperson: , Da gibt
es drei Moglichkeiten. Zuerst rot-gelb-orange, dann gelb-orange-rot und dann orange-rot-

gelb” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 6).

Interessant ist auch jener Fehler von Testperson 65:

Meine Lésung; R
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Abbildung 65: Fehlerquelle - Fenster schmiicken (Testbogen 65)

Im lauten Denken beschrieb sie das Vorgehen so: ,Ich habe rot mal auf rechts gegeben, dann
auf links und dann in die Mitte. Das habe ich auch mit gelb und mit orange gemacht.” (hand-
schriftliche Notizen zu Testbogen 65) Aus dieser Aussage wird ersichtlich, dass die aufgezeich-

neten Sterne zunachst nur ein Versuch des Kindes waren, welcher bei der Lésungsfindung
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nicht mehr bericksichtigt wurde. Wesentlich ist aber, dass das Kind nicht erkannte, dass bei
seinem Vorgehen doppelte Nennungen vorhanden sind, welche auch doppelt gezahlt wurden.
Dieser Fehler passierte auch Testperson 21: ,Ich habe herausgefunden, dass jeder Stern auf
jedem Platz einmal sein kann. Jeder Stern hat also drei Platze, deswegen habe ich 3 + 3 + 3

gerechnet.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 21)

Zu viele Moglichkeiten ermittelte auch folgendes Kind:

Meine Lésung:
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Abbildung 66: Fehlerquelle 2 - Fenster schmlicken (Testbogen 19)

Jene Testperson diirfte Uberlesen haben, dass jede Sternfarbe nur einmal zur Verfligung steht
und somit beispielsweise die Anordnung gelb-gelb-gelb nicht moglich ist. Ansonsten hatte das

Kind aber ein gutes systematisches Vorgehen aufgezeigt.

Hingegen wurden auch zwei Kinder zum lauten Denken eingeladen, die in der retrospektiven
Phase ihr Vorgehen nicht mehr erklaren konnten: ,Ich weild nicht mehr, wie ich auf vier ge-
kommen bin.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 60) ,Ich wusste nicht genau, wie das
geht. Ich wusste nicht, wie ich das malen soll.“ (handschriftliche Notizen zu Testbogen 13)
Auch Testperson 44 konnte im lauten Denken zwar sein Vorgehen nochmal beschreiben, auf
Nachfrage der Forschungsleiterin aber nicht mehr begriinden, wie es zu seinen Entschllssen
gekommen ist: ,Ich habe drei Sterne genommen und habe mir Dreiecke gebildet. Dann sind
das schon mal fiinf Méglichkeiten und dann habe ich das noch so schrag und so schrag gezahlt
—das sind sieben Moglichkeiten. Dann habe ich da unten noch zwei genommen und irgendwie
bin ich auf zehn gekommen.” (handschriftliche Notizen zu Testperson 44) Dieses Kind flihrte

am Testbogen keine Losungsstrategie oder Darstellungsform an.

7.6 Aufgabe 3a

Die Aufgabe 3a, auch als Schlittenrennen bezeichnet, kann der kombinatorischen Figur der

Kombination zugeordnet werden. Aufgrund einer geringeren Anzahl an Mdoglichkeiten wurde
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dieses Beispiel als leichter deklariert. Anbei erfolgt sowohl eine quantitative als auch eine qua-

litative Analyse der Testaufgabe.

7.6.1 Quantitative Auswertung

Die richtige Losung konnten 28 Schiler*innen, rund 45% der Teilnehmenden, ermitteln. 37
Kinder hatten hingegen Schwierigkeiten und gaben eine falsche Anzahl an Méglichkeiten an.

Dieses Verhaltnis zeigt die Grafik anbei:

3a - Schlittenrennen

= richtig = falsch

Abbildung 67: 3a - Schlittenrennen

Wird die Lésungsquote der Aufgabe Schlittenrennen in die gesamte Testung eingeordnet, zeigt
sich, dass diese am vierthaufigsten richtig bearbeitet wurde. Somit lasst sich dieses Beispiel
im mittleren Bereich der Untersuchung einordnen. Eine genauere Analyse hinsichtlich der ver-
wendeten Losungsstrategien, der Darstellungsformen sowie der unterlaufenen Fehler erfolgt

anbei in der qualitativen Auswertung.

7.6.2 Qualitative Auswertung

Nach einer systematischen Analyse der freien Lésungsfelder sowie der Wortmeldungen aus
den Einzelgesprachen wurden die Angaben der Teilnehmer*innen kategorisiert. Neben einer
Zuordnung in die drei Ubergeordneten Kategorien erfolgte auch eine Einordnung in die ent-

sprechenden Unterkategorien, auf welche im Anschluss ndher eingegangen wird.

7.6.2.1 Kategorie 1 — Lésungsstrategien

Bei einer detaillierten Analyse der Losungsstrategien zeigt sich, dass etwa die Halfte der Un-
tersuchungsteilnehmer*innen keine Strategie angaben und das Losungsfeld nicht ausfillten.
Bei genauerer Betrachtung ist ersichtlich, dass von diesen Kindern 70% die Aufgabe falsch 16s-
ten. Nur 30% gelang es, durch einen intuitiven Losungsweg auch die richtige Anzahl an Mog-

lichkeiten zu ermitteln. Von all jenen Teilnehmer*innen, welche das Losungsfeld freilieRen
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und auch zum lauten Denken eingeladen wurden, konnte nur ein Kind die Aufgabe richtig 16-
sen: ,Julian fahrt gegen die Sophie, die Laura und die Melanie. Die Sophie fahrt gegen die
Laura und die Melanie und die Laura gegen die Melanie.” (handschriftliche Notizen zu Testbo-
gen 65) Dieses Kind beschreibt ein systematisches Vorgehen, welches es nur nicht am Bogen
angab, sondern im Kopf l6ste. Alle weiteren neun Schiiler*innen mit einem freien Losungsfeld
und einem Einzelgesprach gaben eine inkorrekte Losung an. Auf die Fehlerquellen dieser Un-
tersuchungsteilnehmenden wird in der Unterkategorie Fehleranalyse genauer eingegangen.
Es zeigt sich jedoch, dass viele Schiiler*innen, die bei der Aufgabe Schlittenrennen einem in-

tuitiven Losungsweg zugeordnet werden konnten, das Beispiel nicht richtig verstanden haben.

Hingegen verwendete etwa ein Drittel der Gesamtteilnehmenden offensichtlich eine systema-
tische Strategie. Bei einer genaueren Analyse kann festgestellt werden, dass hiervon etwa
zwei Drittel die richtige Losung angeben konnten. Einige dieser Schiiler*innen wurden auch
zum lauten Denken eingeladen und konnten hier ihr Vorgehen genau erlautern: ,Da habe ich
den Julian mit der Sophie, mit der Laura und mit der Melanie genommen. Dann fahrt noch die
Sophie mit der Laura und mit der Melanie. Weil die Sophie ja mit dem Julian schon gefahren
ist, kdnnen sie nicht mehr fahren. Dann fehlen noch die Laura und die Melanie.” (handschrift-
liche Notizen zu Testbogen 32) Es ist erkennbar, dass jene Untersuchungsperson eine Fixplatz-
strategie anwandte und immer die erste Person fixierte. In einem weiteren Schritt wurde auch
erkannt, dass Doppelnennungen gestrichen werden miissen, weil ein Schlittenrennen zwi-
schen Julian und Sophie das gleiche ist wie eines zwischen Sophie und Julian. Dieses Vorgehen
wurde auch von weiteren Kindern erldutert. Untersuchungsperson 28 gab diese Streichung
ganz konkret an: ,Am Anfang hatte ich geglaubt, dass die Sophie auch mit dem Julian fahren
muss, aber dann ist mir eingefallen, dass Julian und Sophie und Sophie und Julian ja das gleiche
Rennen sind.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 28) Auch Testperson 1 beschreibt im
lauten Denken sein Vorgehen folgendermalfien: ,J, S, L, M; M, J, S, L und so weiter. Dann habe
ich gewusst, dass J dreimal vorkommen muss, weil es vier Kinder sind. Wenn ich zum Beispiel
den Julian wegnehme, bleiben noch drei lbrig und dann weil8 ich: J, J, J,S,S,S, L, L, L, M, M,
M. Ich habe genau gewusst, dass jedes Kind einmal nicht fahrt.” (handschriftliche Notizen zu
Testbogen 1) Von den allgemeinen Erklarungen der Kinder, welche das Beispiel systematisch
richtig ermitteln konnten, weicht eine Aussage ab: ,,Da habe ich zuerst einmal die Kinder ne-
beneinander gegeneinander fahren lassen und dann die anderen Kinder.” (handschriftliche
Notizen zu Testbogen 21) Diese Untersuchungsperson ist die einzige, welche nachweislich mit

der systematischen Strategie des Drehens gearbeitet hat.

Werden auch die restlichen Losungsstrategien analysiert, zeigt sich, dass insgesamt vier Teil-

nehmer*innen der Unterkategorie Riickgriff auf Vorwissen zugeordnet werden konnten. Alle
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vier Schiler*innen gaben eine Rechnung an. Testperson 11 beschreibt diese im Einzelgesprach
folgendermaRen: ,Ich habe zuerst die Melanie mit den anderen drei Kindern zusammengege-
ben. Dann habe ich das 3 - 4 gerechnet.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 11) Dieses
Kind versuchte eine mathematische Losung zu finden, konnte aber auf genauere Nachfrage
der Forschungsleiterin den eigenen Gedankengang nicht mehr genau beschreiben: , Es war fir
mich halt logisch.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 11) Auch weitere Teilnehmer*innen
gaben inkorrekte rechnerische Losungswege an. Folgender Rechenweg ist jedoch korrekt: ,,3
+ 2 + 1 = 6" (Notizen auf Testbogen 10). Dieses Kind ermittelte korrekterweise, dass es zu-
nachst drei Moglichkeiten gibt, beispielweise dass Julian gegen drei Kinder fahrt. Auf der
nadchsten Stufe bleiben nur noch zwei weitere Paarungen Ubrig, da die anderen bereits gegen-
einander gefahren sind und auf der letzten Stufe gibt es nur eine moégliche Anordnung. Die
Testperson zeigte durch diesen Rechenweg eine sehr hohe mathematische Kompetenz sowie
ein tiefes Verstandnis fir die Aufgabe. Ahnliche Erkenntnisse konnte auch Testperson 8 ge-
winnen. Zuerst flhrte diese am Testbogen verbal an: ,Julian kann gegen alle fahren. Dann
kann Sophie nur noch gegen alle aulRer Julian fahren und Laura muss noch gegen Melanie
fahren.” (Notizen auf Testbogen 8) Diese verbale Erlduterung ergédnzt das Kind noch durch
folgende Rechnung: ,3 + 2 + 1 = 6“ (Notizen auf Testbogen 8). Das Kind ging somit wie Test-

person 10 vor.

Auch der Unterkategorie Versuch und Irrtum wurden Testbégen zugeordnet: ,Ich habe mir
das mit Strichen aufgezeichnet. Eins und drei, dann eins und zwei und dann nochmals eins und
zwei und eins und zwei.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 62) Diese teilnehmende Per-
son versuchte ein System fiir das Loésen der Aufgabe zu finden, konnte aber im Einzelgesprach
nicht mehr genau erldutern, wie sie vorgegangen ist. Testperson 45 hingegen fihrt an: ,Es
muss einfach 4 Rennen geben.” (Notizen auf Testbogen 45) Auf Fehlerquellen und Irrtimer

wird in der Kategorie 3 noch genauer eingegangen.

7.6.2.2 Kategorie 2 — Darstellungsformen

Bei der Betrachtung der Kategorisierung der Darstellungsformen ist ersichtlich, dass wieder
ungefdhr die Halfte der Teilnehmer*innen keine konkrete Darstellung angegeben hat. Wie be-
reits bei der Analyse der Losungsstrategien beschrieben, zeigt sich beim Testbeispiel Schlitten-
rennen jedoch, dass viele Lernende, welche keine Strategie beziehungsweise keine Darstel-

lung aufzeigten, die Aufgabe nicht korrekt |6sen konnten.

Werden die vorhandenen Darstellungsformen genauer betrachtet, kann festgestellt werden,
dass hier etwa 43% der Schiiler*innen eine verbale Darstellung verwendeten. Etliche Teilneh-

mende flhrten in Worten die verschiedenen Moglichkeiten an: ,Julian Sophie, Julian Laura,
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Julian Melanie, Laura Melanie, Sophie Laura, Sophie Melanie” (Notizen auf Testbogen 12). Die

Abbildung anbei veranschaulicht eine verbale Darstellung:

Meine Lééung: K, :' .Sop /1([6 : Laura: Me lan;'e

5 Melame  Melanie
- ; 'f’ Lauro,

Melance

Lauro

Abbildung 68: verbale Darstellung - Schlittenrennen (Testbogen 23)

Auch wenn diese Abbildung aufgrund der ausgeschriebenen Namen als verbale Darstellung
kategorisiert wurde, lasst sich auch ein visueller Aspekt erkennen. Die Testperson zahlte zuerst
in einer Spalte auf, wer gegen den Julian fahren kann. Die weiteren Méglichkeiten konnten
ebenfalls in Spalten abgebildet und visuell ansprechend dargestellt werden. Eine solche Vor-
gangsweise ldsst sich bei einigen Teilnehmer*innen mit einer verbalen Darstellung erkennen.
Hingegen fiihrt eine weitere Testperson verbal am Testbogen an: ,Da kann ich keine gute Er-
klarung geben.” (Notizen auf Testbogen 7) Obwohl dieses Kind die richtige Losung ermitteln
konnte, war es ihm nicht moglich, diese abzubilden beziehungsweise zu beschreiben. Auch
eine weitere teilnehmende Person gibt keinen Einblick in den inkorrekten Gedankengang. In

Worten wird nur angefiihrt: ,,Es muss acht Mal gefahren werden.” (Notizen auf Testbogen 20)

Weiters wurde ebenfalls von rund einem Drittel der Kinder, die eine Darstellung angaben, eine
mathematische Form gewahlt. Einige dieser Proband*innen stellten die Anzahl an Moglichkei-

ten anhand von Ziffern dar. Hierfir wurde jedem Kind eine Ziffer zugeordnet:

Meine Lasung;
1 L 9
72 3 4
3 %
4

Abbildung 69: Zifferndarstellung - Schlittenrennen (Testbogen 26)

Weiters wurden auch Abbildungen anhand von Netzdarstellungen verwendet:
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FMe.neLosungj\ %\\\1/ i\ j‘>
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Abbildung 70: Netzdarstellung - Schlittenrennen (Testbogen 21)

Testperson 21 beschreibt im lauten Denken sein Vorgehen folgendermaRen: ,Da habe ich zu-
erst einmal die Kinder nebeneinander gegeneinander fahren lassen und dann die anderen Kin-

er.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 21) Ahnlich sieht auch die Darstellungsform von
Testperson 63 aus, welche im Einzelgesprach erlautert: ,Ich habe mir hier Striche gemacht.
Die Kinder, die gegeneinander fahren, habe ich mit Strichen verbunden.” (handschriftliche No-
tizen zu Testbogen 63) Auch ein weiteres Kind gibt an, dass es mit Strichen gearbeitet hat: , Ich
habe mir hier Striche gemacht.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 62) Zusatzlich gaben
auch Schiler*innen rechnerische Darstellungen an. Diese wurden bereits bei den Losungsstra-
tegien genauer erldutert, weshalb in diesem Unterkapitel nicht genauer darauf eingegangen

wird.

Am seltensten halfen visuelle Abbildungen zur Losungsfindung. Eine Testperson gibt folgende
anschauliche Unterstiitzung an: ,Da habe ich mir die Namen der Kinder mit einem Textmarker
markiert.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 6) Auch zeichnerische Darstellungen wur-

den angewandt, wie bei Testperson 2:

Meine Losung:

Abbildung 71: zeichnerische Darstellung - Schlittenrennen (Testbogen 2)

Diese half dem Kind jedoch nicht bei der Lésungsfindung. Sie veranschaulicht keine Moéglich-
keiten, sondern zeigt nur ein Abbild von einer Person auf einem Schlitten. Es wird ersichtlich,
dass die Aufgabe nicht erfasst wurde. Es fahren namlich immer zwei Kinder gegeneinander.
Auf die Findung von Mdoglichkeiten wurde nicht eingegangen. Weiters verwendeten auch ei-
nige Schiler*innen typografische Abkiirzungen der Anfangsbuchstaben, um alle Paarungen

fur das Rennen abzubilden:
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Meine Lésung

W 4§ b, §+ L 6.L + M

zj’-ftc .S+
2.4 vl

Abbildung 72: typografische Darstellung - Schlittenrennen (Testbogen 22)

Besonders interessant ist auch jene Abbildungsform, welche Testperson 36 wahlte:

Vot ys| 451 —

Abbildung 73: symbolische Darstellung - Schlittenrennen (Testbogen 36)

=
k|

Diese Person (iberlegte sich vier unterschiedliche Symbole — fiir jedes Kind eines. Anhand die-
ser zeichnete es alle sechs méglichen Kombinationen fiir das Schlittenrennen auf. Das Kind
erkannte, dass die Namen der Schiiler*innen fur das Ermitteln der Losung irrelevant sind. Es
entwickelte eine Darstellung anhand von Symbolen. Des Weiteren wurde auch folgende Er-
l[duterung einer visuellen Darstellung zugeordnet: ,Da habe ich jedem Kind eine Farbe gege-

ben.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 18) Dieses Vorgehen zeigt die Abbildung anbei:

3a) Schliffenrennen N
Julion, Sophie, La:ra’und Melanie wollen mif zwei Schlitten Rennen fahren. }%

Auf jedem Schlitten sifzt immer ein Kind. Wie viele Rennen muss es geben, damit jedes Kind gegen

jedes Kind gefahren isf?
\
AT AN TR I A

Abbildung 74: farbliche Darstellung - Schlittenrennen (Testbogen 18)

1,11

Jenes Kind hat seine Darstellung nicht in das freie Losungsfeld eingetragen, sondern gleich bei
der Angabe verschriftlicht. Auf den Fehler, welcher unterlaufen ist, wird in der Beschreibung

der Kategorie Fehleranalyse noch weiter eingegangen.
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7.6.2.3 Kategorie 3 — Fehleranalyse

Bei genauerer Betrachtung zeigt sich eine typische Fehlerquelle. Diese ist bei Testperson 18 in
der Beschreibung der Darstellungsformen gut ersichtlich. Es wurde nicht erkannt, dass Dop-
pelnennungen gestrichen werden missen. Testperson 18 beschreibt sein Vorgehen folgen-
dermalen: ,Ich habe jedem Kind jede Farbe einmal gegeben.” (handschriftliche Notizen zu
Testbogen 18) Diese Fehlerquelle gibt auch ein weiteres Kind im Einzelgesprach an: , Ich habe
immer den Julian gegen alle drei anderen Kinder gezahlt, dann die Sophie gegen die anderen
drei, die Laura gegen die anderen drei und die Melanie gegen die anderen drei. So bin ich auf
zwolf gekommen.” (handschriftliche Notizen zu Testperson 4) Bei genauerer Betrachtung und

Analyse der Testbogen lasst sich dieser Fehler haufig erkennen.

Im lauten Denken gaben auch zwei Teilnehmer*innen an, dass sie nicht wussten, wie sie vor-
gehensollen: ,Da habe ich eigentlich gar nichts verstanden.” (handschriftliche Notizen zu Test-
bogen 16) ,Ich wusste einfach nicht, wie ich rechnen soll. Also habe ich es nicht gemacht.”

(handschriftliche Notizen zu Testbogen 5)

Weiters lasst sich auch analysieren, dass Schiiler*innen das Prinzip der Findung von verschie-
denen Moglichkeiten der Paarungen nicht aus der Angabe herauslesen konnten. ,Es sind vier
Kinder, deshalb sind es vier Rennen.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 42) Als weitere
Fehlerquelle lasst sich auch erkennen, dass angenommen wurde, dass nur Julian gegen andere
Kinder fahren kann. Die Moglichkeit, dass auch die anderen drei Mdadchen Rennen gegenei-
nander bestreiten kdnnen, wurde nicht bedacht: ,Julian kann gegen Sophie, gegen Melanie

und gegen Laura fahren. Deswegen sind es drei.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 60)

Wieder anderen Teilnehmer*innen war nicht bewusst, dass die Kinder auch mehrmals fahren
koénnen: , Es gibt vier Kinder und zwei Schlitten, deshalb sind es zwei Rennen.” (handschriftli-
che Notizen zu Testbogen 39) Fiir dieses Kind war klar, dass es zwei Moglichkeiten geben muss,

wenn sich vier Kinder auf zwei Schlitten aufteilen.

7.7 Aufgabe 3b

Die Aufgabe Hdnde schiitteln gehort ebenfalls der Figur der Kombination an. Bei der vorlie-
genden Testung wurde diese aufgrund einer hoheren Anzahl an Mdéglichkeiten als schwierige-

res Beispiel deklariert. Dieses wird nun anbei quantitativ und qualitativ ausgewertet.

7.7.1 Quantitative Auswertung

Von den 65 Untersuchungsteilnehmer*innen konnten 18 Schiiller*innen die Aufgabe 3b richtig

6sen, wahrend 47 Personen eine inkorrekte Anzahl an Moglichkeiten angaben. Prozentual
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betrachtet bedeutet dies, dass etwa 30% der Teilnehmer*innen eine adaquate Losung finden
konnten, wahrend rund 70% der Lernenden das Testbeispiel nicht richtig bearbeiteten. Dieses

Verhaltnis veranschaulicht das Kreisdiagramm anbei.

3b - Hande schitteln

richtig = falsch

Abbildung 75: 3b - Hdnde schiitteln

Bei einem Vergleich der Losungsrate der Aufgabe 3b mit den anderen Testaufgaben zeigt sich,
dass das Beispiel Hdnde schiitteln zu den anspruchsvolleren Aufgaben zahlt. Es konnte am
sechsthaufigsten richtig bearbeitet werden. Auch wenn die Lésungsermittlung fir viele Teil-
nehmer*innen eine Herausforderung war, konnten 18 Kinder eine richtige Losung angeben.
Dies deutet darauf hin, dass die Testaufgabe zwar knifflig, aber nicht unlésbar war. Eine ge-

nauere Analyse des Beispiels erfolgt anbei.

7.7.2 Qualitative Auswertung

Im folgenden Unterkapitel werden die Antworten der Schiller*innen am Testbogen und die
verbalen Daten aus dem lauten Denken in die gebildeten Kategorien sowie Unterkategorien

eingeordnet und ausgewertet.

7.7.2.1 Kategorie 1 — Lésungsstrategien

Bei einer detaillierten Betrachtung der Losungsstrategien, welche die Untersuchungsteilneh-
mer*innen bei der Aufgabe Hdnde schiitteln angaben, lasst sich feststellen, dass etwa die
Halfte der Schiiler*innen keine Losungsstrategie anfiihrten und das Losungsfeld am Testbogen
freilieRen. Lediglich vier Untersuchungsteilnehmer*innen, welche der Unterkategorie der in-
tuitiven Strategie zugeordnet wurden, konnten die korrekte Antwort ermitteln. Prozentual
betrachtet sind dies nur rund 10% der Lernenden, was darauf hinweist, dass dieses Beispiel
im Kopf nur schwer zu |6sen ist. Von all jenen Lernenden, welche keine Strategie angaben,
wurden insgesamt neun Teilnehmer*innen zum lauten Denken eingeladen, wobei nur ein Kind

einen adaquaten Weg fir die richtige Losungsermittlung beschreiben konnte: , Da habe ich
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(

nichts aufgeschrieben, aber da habe ich nachgerechnet und komme auf zehn Moglichkeiten.*
(handschriftliche Notizen zu Testbogen 16) Alle anderen Teilnehmer*innen der Einzelgespra-
che beschrieben ihren intuitiven Losungsweg inkorrekt, wie etwa folgende Person: ,Anton mit
Bernhard, Anton mit Clara, Anton mit David und Anton mit Elisa. Dann Bernhard mit Anton,
Clara, David und Elisa. Und immer so weiter.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 42) Auch
wenn bei dieser Losungsbeschreibung ein Denkfehler unterlaufen ist, lasst sich dennoch ein
systematisches Vorgehen erkennen, wie auch bei weiteren Schiler*innen: , Anton gibt dem
Bernhard die Hand, der Clara, der David und der Elisa. Also werden viermal die Hande geschiit-
telt.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 60) Insgesamt kdnnen bei sechs Kindern, welche
Teil des lauten Denkens waren und keine Strategie auf ihrem Testbogen anfiihrten, systema-
tische Anséatze in der Losungsbeschreibung erkannt werden. Dies deutet darauf hin, dass viele
Schiler*innen sich nur gedanklich mit der Losungsermittlung beschaftigten, diese jedoch
nicht verschriftlichten. Es zeigt sich aber auch, dass viele Fehler unterlaufen sind, welche in

der Kategorie drei noch genauer beschrieben werden.

Etwa ein Drittel der Teilnehmenden gaben eine systematische Strategie an, wobei sich hierbei
zeigt, dass rund 60% jener Schiiler*innen auch eine richtige Losung ermitteln konnten. Vergli-
chen mit all jenen Teilnehmer*innen, welche keine Strategie anfiihrten, kann der Schluss ge-
fasst werden, dass die Lernenden durch ein systematisches, verschriftlichtes Vorgehen eine
deutlich hohere Losungsrate erzielen konnten. Bei genauerer Betrachtung des Vorgehens all
jener Lernender, welche systematisch arbeiteten, lasst sich feststellen, dass fiir eine richtige
Bearbeitung der Aufgabe das mathematische Denkvermoégen besonders angeregt werden
musste und eine rein oberflachliche Herangehensweise nicht ausreichend war. Testperson 32
beschreibt ihr Vorgehen im Einzelgesprach sehr ausfiihrlich: ,Also Anton und Bernhard, Anton
und Clara, Anton und David und Anton und Elisa; dann Bernhard und Clara, Bernhard und
David, Bernhard und Elisa, denn der Bernhard hat ja schon mit Anton geschiittelt. [...] noch
David und Elisa.” Diese verbale, genaue Beschreibung verdeutlicht, dass ein sorgfaltiges Nach-
denken notwendig war, um die Zusammenhadnge genau verstehen zu kdnnen. Werden die
systematischen Vorgehensweisen betrachtet, gingen nahezu alle Teilnehmer*innen nach dem
gleichen Prinzip wie Testperson 32 vor. Dies lasst sich sowohl anhand der Einzelgesprache als
auch bei der Analyse der freien Losungsfelder feststellen. Testperson 1 findet eine passende
Beschreibung fiir ein systematisches Vorgehen: ,Ich habe mir gedacht, ich mache immer das
Gleiche, weil da geht es am einfachsten.” (handschriftliche Notizen zu Testperson 1) Beim lau-
ten Denken war auffillig, dass auch etliche Schiler*innen einen Bezug zur Aufgabe 3a herstel-
len konnten: ,Eigentlich habe ich hier wie oben gerechnet.” (handschriftliche Notizen zu Test-

bogen 10) ,,Das habe ich genauso gemacht, wie die vorige Aufgabe.” (handschriftliche Notizen
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zu Testbogen 41) ,Da habe ich dasselbe gemacht wie bei Aufgabe 3a.” (handschriftliche Noti-
zen zu Testbogen 63) ,,Da geht es genauso. Es ist nur ein Kind mehr.” (handschriftliche Notizen
zu Testbogen 55) Es wurde erkannt, dass die zwei Aufgaben dem gleichen Prinzip zugeordnet

werden kdnnen und lediglich die Anzahlen sowie der Kontext verandert wurden.

Zusatzlich konnten etwa 10% der Losungsstrategien der Unterkategorie Versuch und Irrtum
zugeordnet werden. Bei diesen Untersuchungsteilnehmer*innen war eine Strategie ersicht-
lich, welche jedoch nicht systematisch war und nicht zur richtigen Lésung fiihrte. Besonders
interessant ist hierbei die Ansicht von folgendem Kind: ,,Es gibt nur eine Moglichkeit, weil alle
auf einmal die Hande schitteln.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 39) Jene Untersu-
chungsperson hat Uberlesen, dass sich immer zwei Kinder die Hande schiitteln und ging davon
aus, dass sich die Aufgabe auf einfache Art und Weise 16sen lasst. Ein weiters Kind gab eine
gute Strategie an, welche jedoch nicht zur korrekten Losung fiihrt: ,,Da habe ich mir einfach
gedacht, ich gebe den Kindern in meiner Sitzreihe die Hand und habe dabei mitgezahlt, also
bei den Kindern, die neben mir sitzen.” (handschriftliche Notizen zu Testperson 11) Dieses
Kind versuchte, das Beispiel in eine reale Situation zu transferieren und stellte sich vor, wie oft
es selbst die Hande schitteln wirde. Hierbei unterlief jedoch der Fehler, dass sich auch die
anderen Kinder die Hande geben kdnnen. Eine genauere Analyse der Fehlerquellen erfolgt im

Unterkapitel der Fehleranalyse.

Weiters konnten zwei Testbogen der Unterkategorie Riickgriff auf Vorwissen zugeschrieben
werden. Eine Untersuchungsperson gibt verbal am Testbogen an: ,Ich weil, dass es 10 Mog-
lichkeiten sind.” (Notizen zu Testperson 20) Aufgrund dessen, dass mit diesem Kind kein Ein-
zelgesprach gefuihrt wurde, muss davon ausgegangen werden, dass das Kind die Antwort aus
einem Vorwissen weiR. Testperson 17 gab am Testbogen folgende Rechnung ,5 - 2 = 10“ (No-
tizen auf Testbogen 17) an. Auch dieses Kind war leider kein Teil des lauten Denkens, weshalb
keine genauere Einsicht in die Gedanken vorhanden ist. Es ldsst sich deshalb nicht darauf
schliefen, ob wirklich auf Vorwissen zurlickgegriffen wurde, oder ob die Losung durch Zufall

korrekt rechnerisch ermittelt werden konnte.

7.7.2.2 Kategorie 2 — Darstellungsformen

Nach einer Analyse der Darstellungsformen zeigt sich, dass auch hier erneut die Halfte der
Untersuchungsteilnehmer*innen keine Darstellung angab. Wesentlich ist, dass von den 18
Teilnehmer*innen, die die richtige Anzahl an Moglichkeiten ermitteln konnten, nur vier Kinder
keine Darstellungsform angaben — dhnlich wie bei den Losungsstrategien. Dies lasst sich da-

rauf schlieBen, dass eine Darstellung den Lernenden beim Ermitteln der korrekten Anzahl an
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Moglichkeiten sehr hilfreich ist. Von all jenen Proband*innen, deren Testbogen der Unterka-
tegorie keine Darstellung zugeordnet wurden, waren zwar einige Teil der Einzelgesprache, ga-
ben hierbei aber keine Hinweise beziehungsweise Erlduterungen auf eine Form der Darstel-

lung an. Sie konzentrierten sich mehr auf die Losungsstrategie.

Hingegen verwendeten gleich viele Schiiler*innen, je etwa 20%, eine verbale sowie eine visu-
elle Darstellung. Bei einer Betrachtung der verbalen Abbildungsformen lasst sich feststellen,
dass die meisten Schiiler*innen die Namen der Kinder, welche sich die Hinde geben, aufzahl-
ten. ,,Da habe ich immer die Namen aufgeschrieben, wer wem die Hand schittelt.” (hand-
schriftliche Notizen zu Testbogen 6) Bei all jenen Teilnehmenden, welche die Kinder nament-
lich aufzahlten, lieBen sich zwei Varianten erkennen. Einige flihrten zunachst einen Namen an

und dann alle Kinder, die mit diesem die Hand schiitteln, wie etwa folgende Testperson:

Meine Lésung; Anton Bern hqrd : Clare, : DQ\(((J: EL,J a
Bernhard Clara David Eliso.
(Lara Dawid Elisa
Dayid B_L.ls o\
Elsa

Abbildung 76: namentliche Darstellung - Hénde schiitteln (Testbogen 23)

Hingegen schrieben weitere Lernende immer die Paarungen auf. Sie verschriftlichten immer

beide Kinder, die sich die Hand geben kdnnen. Dies zeigt als Beispiel folgende Abbildung:

Meine Losung:

Ao + Bonndns, Boaallnd + Cona, Clona ¥ Dend. Py vl
M\*C&’W W*M Tlorat €
Ankon + Ehina.

Abbildung 77: namentliche Abbildung 2 - Hdnde schiitteln (Testbogen 32)

Folgender Testbogen zeigt, dass jene Person zunachst damit begonnen hatte, die Namen aller

Kinder aufzuzahlen, anschlieBend aber auch zu einer typografischen Darstellung wechselte:

Meine Lésung:

Bowdond. (oo, Dosids Eloneow
C D F
D E
E

oo M < m%

Abbildung 78: gemischte Darstellung - Hinde schiitteln (Testbogen 24)
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Die Vorgangsweise einer typografischen Darstellung wahlten einige Schiiler*innen. Sie fanden
eine verkiirzte Form der verbalen Auflistung aller Namen: ,Das habe ich mir mit den Anfangs-
buchstaben abgekirzt.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 65) Bei einer weiteren Analyse
der visuellen Darstellungsformen wurden auch Zeichnungen zugordnet. Hierbei l3sst sich je-
doch verordnen, dass alle Zeichnungen nicht zur Loésungsfindung beitrugen, wie etwa folgende
Abbildung:

Meine Lasung:

Zf
S

Abbildung 79: bildliche Darstellung - Hidnde schiitteln (Testbogen 2)

Das Kind veranschaulichte, dass es herauslesen konnte, dass sich die Hinde gegeben werden,
und bildet dies ab. Fir den weiteren Vorgang konnte die Zeichnung jedoch nicht herangezo-
gen werden. Im lauten Denken erwahnte auch ein Testkind mit einer dhnlichen Abbildung:
,Das habe ich mir hier aufgezeichnet.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 62) Jedoch wur-

den auch weitere visuelle Darstellungen angegeben:

Meine Lésung:
TNy

Lo
(IR
\

Abbildung 80: Strichdarstellung - Hdnde schiitteln (Testbogen 62)

Folgende Darstellungsform kann als Strichdarstellung beschrieben werden. Die Testperson
veranschaulichte sich zundchst die Kinder anhand von Strichen. Nach einem Doppelpunkt wird
aufgezahlt, welches Kind wie oft anderen die Hande geben kann. Dabei wird eine systemati-
sche Abstufung gut erkannt. Fir eine solche Darstellungsform braucht es bereits ein tiefes
Verstandnis der Aufgabe sowie einen guten Einblick in die Kombinatorik, um Doppelnennun-

gen im Kopf wegzustreichen. Weiters wurden auch symbolische Darstellungen verwendet:

Bl

NV

Abbildung 81: symbolische Darstellung - Hidnde schiitteln (Testbogen 36)
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Jene Testperson wahlte flinf unterschiedliche Symbole, welche auf der rechten oberen Seite
der Abbildung zu sehen sind. AnschlieBend wurden die Symbole miteinander kombiniert und
Doppelnennungen dabei weggelassen. Das Kind erkannte gut, dass es unwesentlich ist, wel-
che Namen die Kinder haben beziehungsweise in welcher Reihenfolge sich diese die Hande
geben. Es wahlte Symbole, um alle méglichen Paarungen abzubilden und die Anzahl der Mog-

lichkeiten zu ermitteln.

Aullerdem wurde von rund 10% der Kinder eine mathematische Darstellungsform gewahlt.
Einige Lernende versuchten sich hierbei an einer Rechnung. ,,5 - 2 = 10“ (Notizen auf Testbo-
gen 17). Auf diese Rechnung wurde bereits im Unterkapitel der Loésungsstrategien eingegan-

gen. Testperson 8 hingegen kombinierte eine verbale mit einer rechnerischen Darstellung:

Meine Losung Q/‘J A//{' W

Abbildung 82: rechnerische Darstellung - Hdnde schiitteln (Testbogen 8)

Zunachst wird von diesem Kind ein Vergleich zum vorherigen Beispiel der Testung, zur Aufgabe
3a, hergestellt. Durch diesen Bezug wird erkannt, dass das erste Kind vier anderen die Hand
geben kann, das zweite dann nur mehr drei weiteren, das dritte noch zwei und das letzte nur
mehr einem. Diese verbale Beschreibung wurde zusatzlich mit einer Addition erganzt,
wodurch die Anzahl der Moglichkeiten ermittelt werden konnte. Als weitere mathematisch
Darstellung wurde auch eine Art Netzdarstellung verwendet. Testperson 21 beschreibt sein
Vorgehen so: ,,Da habe ich Pfeile aufgezeichnet. Zuerst hat der erste mit allen die Hande ge-
schittelt, dann der zweite, aber mit dem ersten ja nicht mehr und dann auch die anderen

noch.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 21) Ahnlich ist auch folgende Abbildung:

Meine Lésung:

Abbildung 83: Netzdarstellung - Hdnde schiitteln (Testbogen 63)
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Diese Arbeitsweise wird im Einzelgesprach folgendermalien beschrieben: ,Hier habe ich mir
Striche gemacht.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 63) Die Person gab die Anfangs-
buchstaben der Kinder an und symbolisierte anhand von Strichen zwischen den Buchstaben
die moglichen Paarungen. Hierbei lasst sich jedoch feststellen, dass diese Form der Abbildung
etwas uniibersichtlich wird, weshalb auch eine inkorrekte Losung ermittelt wurde: ,, Irgendwie
waren es dann einfach viele Striche.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 63) Im folgenden
Unterkapitel wird auf Fehlerquellen der Schiler*innen bei der Aufgabe Hdnde schiitteln noch

genauer eingegangen.

7.7.2.3 Kategorie 3 — Fehleranalyse

Bei einer Analyse der Fehler, welche den Schiler*innen beim Testbeispiel 3b unterlaufen sind,
zeigen sich einige typische Fehlerquellen. Mehrfach verzeichnen lasst sich, dass die Lernenden
nicht bedachten, dass sich alle Kinder untereinander die Hande geben: ,,Anton gibt dem Bern-
hard die Hand, der Clara, dem David und der Elisa. Also viermal werden die Hande geschiit-
telt.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 60) Auch eine weitere Person fiihrte im lauten
Denken an, dass nur Anton die Hande schittelt. Nach Hinweis der Testleiterin, dass sich auch
die anderen Kinder die Hande geben kdnnen, dullert die Testperson: ,Das habe ich nicht ge-
lesen.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 5. Diese Unsicherheit dirfte, trotz der genauen
Beschreibung in der Angabe, bei mehreren Teilnehmer*innen aufgetaucht sein. Eine Person
weist im Einzelgesprach auch konkret darauf hin: ,,Da habe ich mich gefragt, ob nur der Anton
die Hande schittelt oder alle Kinder. Ich habe dann aber doch gelesen, dass es alle Kinder
sind.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 4) In einem weiteren Schritt kann Testperson 4
den korrekten Losungsweg angeben, vergisst jedoch ein Kind. Dieser Fehler unterlief etlichen

Schiler*innen, wie etwa auch Testperson 30:

Meine Lésung:

Bf( Ci-D D~E
B0 (L
>

Abbildung 84: inkorrekter Lésungsweg - Hénde schiitteln (Testbogen 30)

Hierbei ist ersichtlich, dass der Losungsweg zwar korrekt systematisch ermittelt, das Kind An-
ton jedoch libersehen wurde. Auch wenn bei jenen Testbdgen das Beispiel als falsch gewertet

werden muss, ist sichtbar, dass die Kinder das Prinzip gut verstanden haben und lediglich in
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ihrer Lesekompetenz Fehler aufwiesen. Interessant ist, dass Testperson 1 genau auf diese Feh-
lerquelle hinweist: ,Den Anton darf man nicht vergessen. Es steht namlich hier, dass sich bei
der Begrifung alle Kinder die Hand geben und es sind flinf Kinder. Wenn man nicht mehr
daran denkt, dass Anton auch dabei ist, dann waren es weniger.” (handschriftliche Notizen zu

Testbogen 1)

Als dritte typische Fehlerquelle kann analysiert werden, dass von etlichen Schiler*innen die
Doppelnennungen nicht erkannt wurden. Diese Teilnehmer*innen kommen daher auf 16 ver-
schiedene Maoglichkeiten: ,,Immer einmal Anton mit dem Bernhard, dann Clara mit Anton und
dann immer so abwechselnd. Dann habe ich das so oft kombiniert, bis ich auf 16 gekommen
bin.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 13) Auch Testperson 44 beschreibt diesen Vor-
gang im Einzelgesprach und kommt zu folgender Losung: ,,Deshalb sind es 16 Moglichkeiten.”
(handschriftliche Notizen zu Testbogen 44)

Lediglich eine Person gab im lauten Denken an, dass es annahm, dass sich alle Kinder gleich-
zeitig die Hand geben konnen: ,,Da gibt es nur eine Moglichkeit, weil alle auf einmal die Hande
schitteln.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 39. Hingegen konnte eine weitere Testper-
son richtig vorgehen und ermittelte im Losungsfeld die korrekte Anzahl an Moglichkeiten. Sie
gab jedoch im Losungssatz eine falsche Antwort an, weshalb die Aufgabe als falsch gewertet

wurde.

7.8 Aufgabe 4a

Die Aufgabe 4a, welche den Titel Weihnachtsbasteln tragt, kann der kombinatorischen Figur
der Variation zugeordnet werden. Dieses Aufgabenbeispiel wurde aufgrund einer geringeren

Anzahl an Moglichkeiten als leichtere Variationsaufgabe eingestuft.

7.8.1 Quantitative Auswertung

Die Aufgabe Weihnachtsbasteln konnte von nur finf Testteilnehmer*innen korrekt gel6st
werden, wahrend 60 Schiler*innen eine falsche Antwort anfiihrten. Lediglich ein kleiner Teil
der Gesamtteilnehmenden, nicht mal 10% der Kinder, erfiillte die gestellten Anforderungen
des Testbeispiels. Hingegen hatte ein GroRteil der Untersuchungsgruppe Schwierigkeiten mit
der Losungsfindung. Das Kreisdiagramm anbei veranschaulicht das Verhaltnis der Losungs-

rate.
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4a - Weihnachtsbasteln

/

= richtig = falsch

Abbildung 85: 4a - Weihnachtsbasteln

Wird das Beispiel Weihnachtsbasteln in Relation zu den anderen Testaufgaben gesetzt, wird
ersichtlich, dass die Aufgabe insgesamt von den wenigsten Teilnehmer*innen gelést werden
konnte. Dieses Ergebnis weist auf Probleme im Verstandnis der Aufgabenstellung oder im
Schwierigkeitsgrad hin. Anzumerken ist hierbei, dass sich die Aufgabe an einem Beispiel aus
der Literatur anlehnt und fir die Grundstufe zwei der Primarstufe vorgesehen wurde. Eine
genauere Beschreibung hierzu befindet sich im Kapitel 6.3.5.1. Anbei erfolgt eine qualitative

Analyse der Aufgabe.

7.8.2 Qualitative Auswertung

All jene Eintragungen, welche die Lernenden am Testbogen téatigten, sowie die verbalen Daten
aus den Einzelgesprachen mit ausgewahlten Teilnehmer*innen, wurden analysiert und co-

diert. Anbei werden die Kategorien sowie die Unterkategorien genauer beschrieben.

7.8.2.1 Kategorie 1 — Lésungsstrategien

Nach einer weitreichenden Betrachtung der Losungsstrategien, welche die Lernenden fiir die
Aufgabe Weihnachtsbasteln anflihrten, zeigt sich, dass etwa 60% der Teilnehmer*innen keine
Losungsstrategie auf ihrem Testbogen verwendeten. Zwei Schiler*innen, die dieser Unterka-
tegorie zugeordnet wurden, konnten die Aufgabe intuitiv und ohne Angabe einer Strategie
I6sen. Eines dieser Kinder war auch Teil des lauten Denkens: ,,Da habe ich immer durchge-
tauscht und bin auf neun gekommen.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 41) Diese Er-
lauterung weist auf ein systematisches Vorgehen hin, welches jedoch nicht genauer erldutert
wurde. Fir die Testperson 41 dirfte eindeutig gewesen sein, wie durchgetauscht werden

muss, damit die richtige Anzahl an Moglichkeiten ermittelt werden konnte.
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Weiters wurde bei etwa 20% der Testteilnehmer*innen eine systematische Strategie erkannt.
Wesentlich ist, dass auch inkorrekte Testbogen dieser Unterkategorie zugeordnet wurden, so-
fern ein systematisches Vorgehen erkennbar war. Die Fehler, welche bei der strukturierten
Vorgehensweise unterlaufen sind, werden im Kapitel Fehleranalyse genauer betrachtet. Ins-
gesamt konnten drei Untersuchungsteilnehmer*innen mit einer systematischen Strategie die
richtige Antwort angeben. Zu jenen gehort folgende Testperson: ,Da gibt es Stern-Stern,
Stern-Kugel und Stern-Glocke. Dann nehme ich die Kugel nach vorne. Da gibt es Kugel-Stern,
Kugel-Kugel und Kugel-Glocke. Dann fehlen noch Glocke-Stern, Glocke-Glocke und Glocke-Ku-
gel. Es sind also neun.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 1) Hierbei ist eine Fixplatzstra-
tegie erkennbar. Es wurde je eine Figur fixiert und die restlichen Anhanger rotiert. Eine solche

Strategie wandte auch Testperson 19 an:

Meine Losung P, 3,( _
IS

Abbildung 86: systematische Strategie - Weihnachtsbasteln (Testbogen 19)

Die Abbildung 86 veranschaulicht jedoch auch, dass die Doppelnennungen zum Schluss noch
erganzt wurden. Aullerdem ging auch Testperson 21 systematisch vor und konnte die Losung
richtig angeben. Im Einzelgesprach beschreibt das Kind: ,,Da habe ich immer alles ausge-
tauscht und dann binich auf das Ergebnis gekommen.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen
21) Auch wenn weitere Testteilnehmer*innen die richtige Anzahl an Moglichkeiten nicht er-
mitteln konnten, wurde von ihnen ein strategisches Vorgehen beschrieben, wie etwa folgen-
dermaRen: ,Da habe ich zuerst Stern-Stern, Kugel-Kugel und Glocke-Glocke zusammengezahlt
und dann noch die verschiedenen Maoglichkeiten, die es gibt.” (handschriftliche Notizen zu
Testbogen 5) Durch diese verbale Begriindung wird sichtbar, dass das Kind die Doppelungen
erkannte und diese auch zahlte, sowie dass auch weitere Moéglichkeiten durch ein Durchtau-

schen ermittelt werden kénnen.

Zudem wurden ebenfalls rund 20% der Testbogen mit der Unterkategorie Versuch und Irrtum
assoziiert. Alle Testteilnehmer*innen, die versuchten, eine Losungsstrategie zu entwickeln,
aber kein systematisches Vorgehen fanden, wurden dieser Unterkategorie zugeordnet, wie
etwa folgende Testperson: ,Da gibt es zwei Losungen, weil der Stern mit der Glocke kombi-
niert werden kann und die Kugeln mit der Glocke.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 23)
Es wird ersichtlich, dass das Kind nur bestimmte Kombinationen auswéhlte und keine Vorge-
hensweise zur Angabe aller Méglichkeiten finden konnte. Ahnliche Arbeitsschritte lassen sich

bei weiteren Testbdgen dieser Unterkategorie erkennen. Zumeist gaben die Proband*innen



7 Forschungsergebnisse 154

nur vereinzelte Moglichkeiten an, wobei nicht ersichtlich wurde, nach welchen Kriterien be-
ziehungsweise nach welcher Strategie diese Mdoglichkeiten ermittelt wurden. Hierzu kann
auch folgende Testperson zugeordnet werden: , Ich habe geschaut, wie viele Moglichkeiten es
gibt und bin auf drei gekommen.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 13) Auch folgende
Erklarung passt zu Versuch und Irrtum: ,Zuerst der Stern mit den Kugeln, der Stern mit den
Glocken und die Kugeln mit der Glocke” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 28). In diesem
Kontext wird auch ersichtlich, dass jenes Kind teilweise in der Mehrzahl spricht, was darauf
schlieRen lasst, dass nicht verstanden wurde, dass immer zwei Elemente miteinander kombi-

niert werden.

Hingegen wurde bei diesem Aufgabenbeispiel kein Testbogen der Unterkategorie Riickgriff
auf Vorwissen zugeordnet.

7.8.2.2 Kategorie 2 — Darstellungsformen

Eine eingehende Analyse der Darstellungsformen, welche bei der Aufgabe 4a verwendet wur-
den, offenbart, dass von etwa 60% der Teilnehmer*innen keine Visualisierungen am Testbo-
gen angegeben wurde. Lediglich zwei dieser Kinder konnten die Aufgabe korrekt |16sen. Jene
sind ident mit den Schiler*innen, welche keine Losungsstrategie anfiihrten (siehe Kapitel
7.8.2.1).

Weiters wurde von etwa einem Drittel der Schiiler*innen eine visuelle Darstellungsform ge-

wahlt, wobei hiervon etwa die Halfte der Lernenden zeichneten:

S CORROIIA 720

Abbildung 87: zeichnerische Darstellung - Weihnachtsbasteln (Testbogen 6)

Meine Losung:

Auf allen Testbdgen, welche der Unterkategorie Zeichnungen zugeordnet werden kdnnen,
wurden die drei verschiedenen Weihnachtselemente aufgemalt. ,,Da habe ich mir das so auf-
gezeichnet und geschaut, wie oft es die Moglichkeiten gibt.” (handschriftliche Notizen zu Test-
bogen 11) Weiters flihrte die andere Halfte der Schiler*innen Typografien an: , Ich habe hier
S fur Stern, G fur Glocke und K fur Kugel genommen.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen

1) Die Abbildung anbei veranschaulicht eine solche Darstellung:
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Meine Lésung:

Abbildung 88: typografische Darstellung - Weihnachtsbasteln (Testbogen 5)

Eine verbale Erlauterung legen lediglich wenige Teilnehmer*innen am Testbogen dar. Hierbei

zdhlten die Teilnehmer*innen die Moglichkeiten in Worten auf, wie etwa Testperson 32:

Meine Lésung:

' tugal +Flocke
o

+

Abbildung 89: verbale Darstellung - Weihnachtsbasteln (Testbogen 32)

Von den anderen verbalen Darstellungen weicht lediglich eine schriftliche Begriindung ab:
,Kann man nicht [6sen” (Notizen auf Testbogen 7). Jenes Kind war nicht Teil eines Einzelge-
sprachs, weshalb die genauen Verstandnisprobleme nicht ermittelt werden konnten. Es lasst
sich aber darauf schlieSen, dass die Angabe fiir dieses Kind nicht erfassbar war, weshalb es

zum Entschluss kam, dass die Aufgabe nicht |6sbar ist.

Weiters wurden auch nur wenige mathematische Darstellungsformen gewahlt. Testperson 21

wahlte eine Art Netzdarstellung zur Ermittlung der Anzahl an Mdéglichkeiten:

Meine Losung: Q ' Q; "

Abbildung 90: Netzdarstellung - Weihnachtsbasteln (Testbogen 21)

Dieses Kind konnte anhand der Darstellung die richtige Losung angeben. Im Einzelgesprach
fihrt es an: ,,Da habe ich immer alles ausgetauscht und dann bin ich auf das Ergebnis gekom-
men.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 21) Die Abbildung gemeinsam mit der Aussage
zeigt, dass jenes Kind ein tiefes mathematisches Verstandnis flr diese Aufgabe besitzt. Flir das
Kind war klar, welche Elemente wie miteinander kombiniert werden kénnen, weshalb eine
grafische Darlegung aller einzelnen Kombinationen nicht notwendig war. Eine dhnliche Abbil-
dung wurde auch von einer weiteren Person angefiihrt, welche jedoch nicht zu einer addqua-

ten Losung beitragen konnte.
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Des Weiteren gaben die Proband*innen mathematische Darstellungen in Form von Ziffern-
darstellungen an. Hierfiir wurde jedem Objekt eine Ziffer zugeordnet und diese anschlieRend
miteinander kombiniert. Keines dieser Kinder war Teil des lauten Denkens, weshalb hierfir
auch keine verbale Begriindung von Schiiler*innen vorliegen. Aufgrund dessen, dass die Auf-
gabe 4a von vielen Teilnehmer*innen nicht korrekt gelost wurde, wird ein Fokus auf die Un-

tersuchung der Fehlerquellen gelegt.

7.8.2.3 Kategorie 3 — Fehleranalyse

Bei einer Analyse der Fehler, welche den Schiiler*innen unterlaufen sind, ldsst sich feststellen,
dass typische Fehlerquellen immer wieder aufgetreten sind. Bei vielen Testpersonen konnte
ein systematisches Vorgehen erkannt werden, anhand welchem sechs Moéglichkeiten ermittelt

wurden:

Abbildung 91: systematische Strategie - Weihnachtsbasteln (Testbogen 8)

Das Kind hat die Aufgabe korrekt verstanden und konnte Moéglichkeiten richtig bilden. Jedoch
wurden die Doppelungen tbersehen, welche aufgrund einer unbegrenzten Anzahl an Objek-
ten ebenfalls moglich sind. Dieser Fehler wurde auf etlichen Testbogen eindeutig erkannt.
Hingegen konnten einige Schiler*innen die Doppelungen nennen, vergaRen aber, dass die

Elemente vertauscht werden konnen und dadurch unterschiedliche Anhanger entstehen:

Meine Lésung
1 %0
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Abbildung 92: Fehlerquelle 1 - Weihnachtsbasteln (Testbogen 26)
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Auch im Einzelgesprach beschreibt ein Kind sein Vorgehen hierzu passend: ,,Da habe ich zuerst
Stern-Stern, Kugel-Kugel und Glocke-Glocke zusammengezahlt und dann noch die verschiede-
nen Moglichkeiten, die es gibt, also Stern-Kugel, Kugel-Glocke und Glocke-Stern.” (hand-
schriftliche Notizen zu Testbogen 26) Berticksichtigt wurde nicht, dass beispielsweise auch

Stern-Kugel und Kugel-Glocke zwei weitere Moglichkeiten darlegen.

Eine weiterfiihrende haufige Fehlerquelle ist folgende: ,Stern und Kugel, Stern und Glocke
und Kugel und Glocke” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 32). Viele Schiiler*innen ermit-
telten drei Moglichkeiten. Hierbei wurden weder die Doppelungen noch die Vertauschung der
Elemente berlicksichtigt. Jedoch ist ersichtlich, dass das Prinzip, dass immer zwei Objekte zu
einem Anhanger zusammen kombiniert werden, verstanden wurde. Weiters lassen sich noch
Testbogen erkennen, bei welchen zwar einige Kombinationen, jedoch nicht alle neun, aufge-
deckt wurden: ,,Stern und Kugel, Kugel und Glocke, Glocke und Kugel und Glocke und Stern —

deshalb sind es vier Moglichkeiten.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 44)

Weitere Schiiler*innen kombinieren auf ihrem Testbogen zwar immer zwei Objekte, zahlen
jedoch anschlieRend bei der Bestimmung der Anzahl an Moglichkeiten alle einzelnen Objekte

ab, wie folgende Testperson:

Meine Lésung:
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Abbildung 93: Fehlerquelle 2 - Weihnachtsbasteln (Testbogen 27)

Jenes Kind gab im Losungssatz an, dass es zwolf Moglichkeiten (Notizen auf Testbogen 27)
gibt, hingegen bei der Abbildung oberhalb ersichtlich ist, dass nur sechs korrekte Losungen
angegeben werden wurden. In diesem Fall wurden jedoch auch die Doppelungen vergessen,

weshalb die Antwort ohnehin nicht korrekt gewesen ware.

Testperson 60 hingegen war von der Angabe, dass es jedes Objekt vielfach gibt, irritiert: ,Man
weild ja nicht, wie viele Kugeln, Glocken und Sterne es gibt, deshalb habe ich viele als Antwort
geschrieben.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 60) Fiir jenes Kind war nicht ersichtlich,
dass immer zwei Weihnachtsfiguren zusammen kombiniert werden und dabei die Anzahl die-
ser Objekte keine Rolle spielt. Interessanterweise sprachen auch einige Schiiler*innen bei den
Einzelgesprachen in der Mehrzahl der Elemente: ,Es gibt Sterne mit Kugeln, Kugeln mit Glo-

cken und Glocken mit Sternen.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 62) Dies weist darauf
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hin, dass auch sie durch die Angabe, dass jedes Element vielfach vorhanden ist, verwirrt waren
und zusatzlich nicht begriffen, dass immer zwei Objekte zu einem Anhdnger kombiniert wer-

den. Bei der Interpretation der Aufgabe hatte auch Testperson 24 Schwierigkeiten:

Meine Losung

Abbildung 94: Fehlerquelle 3 - Weihnachtsbasteln (Testbogen 24)

Jenes Kind diirfte in der Angabe Uberlesen haben, dass immer zwei Objekte miteinander zu
einem Anhanger kombiniert werden. Wie die Abbildung 94 zeigt, gab das Kind immer drei
Objekte zusammen. Zuséatzlich wurde nur eine Auswahl an Moglichkeiten angegeben, was da-
rauf hindeutet, dass ein strategisches und systematisches Vorgehen fehlte. Interessant ist

auch folgender Testbogen:

Meine Lésung

H §anii

Abbildung 95: Fehlerquelle 4 - Weihnachtsbasteln (Testbogen 45)

Auf diesem Testbogen wurde zehnmal ein identer Anhanger aufgezeichnet. Dieses Kind war
nicht Teil des lauten Denkens, weshalb leider keine Einsicht in dessen Gedanken vorliegt. Es
lasst sich jedoch vermuten, dass auch hierbei die Angabe fiir das Kind nicht verstandlich war

und dieses nicht herauslesen konnte, dass verschiedene Anhdnger gebastelt werden sollen.

In den Einzelgesprachen gaben bei der Aufgabe 4a auch einige Schiler*innen an, dass sie die
Aufgabenstellung nicht erfassen konnten: ,Das habe ich einfach nicht verstanden.” (hand-
schriftliche Notizen zu Testbogen 16) Eine weitere Testperson beschreibt Folgendes: ,Da war
ich ein bisschen verwirrt, aber ich habe es trotzdem probiert.” (handschriftliche Notizen zu
Testbogen 4) Das Kind dulRert seine Unsicherheit, zeigt aber trotzdem Initiative und lieB sich
nicht entmutigen. Eine weitere Person gibt an: ,,Da habe ich geraten. Weil es Sterne, Kugeln
und Glocken gibt, bin ich auf drei gekommen.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 11)
Diese verbale Aussage ermoglicht den Einblick, dass jenes Kind das Prinzip der Kombinatorik
bei dieser Aufgabe nicht erfassen konnte. Zunachst gibt die Person an, dass keine Strategie
verwendet, sondern geraten wurde, ehe die Anzahl an verschiedenen Objekten, welche zur

Verfligung stehen, mit der Anzahl an Méglichkeiten gleichgesetzt wird.
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7.9 Aufgabe 4b

Die Aufgabe 4b, das Beispiel Fahrradschloss, gehort der kombinatorischen Figur der Variation
an und wurde bei der Testung aufgrund der grofReren Anzahl an Moglichkeiten als schwieri-

gere Aufgabe aus dem Bereich der Variation zugeordnet.

7.9.1 Quantitative Auswertung

Die Aufgabe 4b wurde von neun Schiiler*innen, rund 15% der Teilnehmer*innen, richtig be-
arbeitet, wahrend 56 Lernende keine korrekte Losung angeben konnten. Dieses Verhaltnis

veranschaulicht die Grafik anbei:

4b - Fahrradschloss

= richtig = falsch

Abbildung 96: 4b - Fahrradschloss

In Relation zu den anderen Aufgabenbeispielen wurde nur eine Aufgabe seltener richtig ge-
|6st. Die Losungsrate von rund 15% gemeinsam mit dem Vergleich zu den anderen Testaufga-
ben ldsst darauf schlieflen, dass das Testbeispiel einen hohen Schwierigkeitsgrad fir die Ler-
nenden hatte. Die Anzahl an Méglichkeiten, welche ermittelt werden musste, war relativ hoch
fir Kinder der Grundschule. Dennoch war es Ziel der Testung, auch ein solches Schwierigkeits-
niveau abzudecken. Schliefllich wurde die Testaufgabe in der Literatur auch als ein Beispiel fir

den Primarschulbereich deklariert.

7.9.2 Qualitative Auswertung

Anbei erfolgt die qualitative Auswertung der Aufgabe 4b. Die Testbdgen sowie die verbalen

Daten wurden kategorisiert und werden nun in den folgenden Unterkapiteln naher erldutert.

7.9.2.1 Kategorie 1 — Lésungsstrategien

Bei einer Betrachtung der Losungsstrategien, welche Schiiler*innen beim Losen des Beispiels

Fahrradschloss verwendeten, zeigt sich, dass etwa die Halfte der Testbogen der Unterkatego-
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rie des intuitiven Losungsweges zugeordnet wurden. Von den rund 50% der Teilnehmer*in-
nen, welche das freie Losungsfeld freilieBen, konnte keine Person die Aufgabe korrekt I6sen.
Dies weist darauf hin, dass aufgrund der hohen Anzahl an Moglichkeiten ein intuitiver Lo-
sungsweg, ein Finden aller Variationen im Kopf, zu anspruchsvoll war. Einige dieser Teilneh-
menden waren auch Teil des lauten Denkens. In der retrospektiven Phase konnten daher trotz-
dem Einblicke in die Vorgehensweisen gewonnen werden. Diese werden in der Fehleranalyse

im Unterkapitel anbei genauer beschrieben.

Weiters flihrten 20% der Untersuchungsteilnehmenden eine systematische Strategie an. Alle
neun richtigen Antworten des Testbeispiels 4b basieren auf einer strukturierten Vorgehens-
weise. Anbei befindet sich ein Abbild des Testbogens 29, welcher eine addaquate Losung dar-

legen konnte:
Meine Losung O('f’ i L
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Abbildung 97: systematische Strategie 1 - Fahrradschloss (Testbogen 29)

Es ist ersichtlich, dass diese Person zunachst erkannt hat, dass die ersten beiden Ziffern immer
gleich sind und nur die restlichen zwei variieren kdnnen. AnschlieBend wurde immer eine Zahl
fixiert, wahrend die andere rotierte. Durch ein solches systematisches Vorgehen konnten alle
16 Moglichkeiten aufgezahlt werden. Im Einzelgesprach beschreibt eine weitere Testperson,
welche die richtige Antwort finden konnte, das Vorgehen folgendermaRen: ,,Da habe ich alle
Uber funf gezahlt. Also sechs und sechs, sechs und sieben und so weiter und das bis neun. Ich
habe mir da so ein System entwickelt.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 21) Das Kind
gibt selbst an, dass es notwendig war, ein System zu finden, um nicht den Uberblick zu verlie-

ren. Anbei befindet sich der Testbogen dieses Kindes:

Meine Lésung; 6 0 7 ; 8% q?
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Abbildung 98: systematische Strategie 2 - Fahrradschloss (Testbogen 21)
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Wesentlich ist hier, dass erkannt wurde, dass die ersten beiden Ziffern fiir die Losungsfindung
irrelevant sind und aus diesem Grund nicht angefiihrt werden miissen. Auch Testperson 65
gibt an, dass die ersten zwei Ziffern nicht bericksichtigt werden missen: , Also immer null-
vier am Anfang, und dann habe ich mit sechs gestartet: sechs-sechs, sechs-sieben, sechs-acht,
sechs-neun. Dann geht es weiter mit sieben: sieben-sechs, sieben-sieben, sieben-acht, sieben-

neun. Das dann auch noch mit acht und neun” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 65)

Weiters wurden aber auch Testbdgen, die nicht die richtige Anzahl an Méglichkeiten ermitteln
konnten, einer systematischen Strategie zugeordnet. Dies waren all jene Testbogen, bei denen
ein Arbeiten nach einem bestimmten Schema erkennbar war, wobei jedoch einige Zahlen und

Moglichkeiten libersehen wurden, wie etwa bei der folgenden Testperson:
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Abbildung 99: Teil-systematische Strategie - Fahrradschloss (Testbogen 5)

Jenes Kind fuhrte zwolf richtige Moglichkeiten an, hingegen vier jedoch fehlten. Es ging nach
dem System vor, dass zwei verwendete Ziffern immer vertauscht wurden, ehe zwei neue ge-
funden und verdreht wurden. Das Prinzip der Aufgabe konnte erfasst und systematisch vor-

gegangen werden.

Ein weiteres Kind, welches die korrekte Antwort ermitteln konnte und Teil des lauten Denkens
war, flihrte an: ,,Da habe ich einfach ganz viele Moglichkeiten gemacht und aufgezahlt, ganz
normal aufgezahlt. Nur eins, zwei, drei, vier und finf existieren nicht.” (handschriftliche Noti-
zen zu Testbogen 63) Obwohl das Kind am Testbogen systematisch vorgegangen ist, klingt die
verbale Beschreibung eher willkirlich und so, wie wenn durch Zufall alle Moéglichkeiten ent-
deckt worden waren. Ein eher wahlloses Auflisten von Mdglichkeiten konnte bei etwas tber
25% der Testbogen erkannt werden. Diese wurden der Unterkategorie Versuch und Irrtum

zugeordnet. Testbogen 16 veranschaulicht ein Beispiel:
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Abbildung 100: unsystematische Strategie - Fahrradschloss (Testbogen 16)

Das Kind konnte zehn korrekte Moglichkeiten aufzahlen, hingegen sechs noch fehlen wiirden.
Hierbei ist jedoch ersichtlich, dass Auflistung der Variation ohne sichtliches System erfolgte,
weshalb auch viele Méglichkeiten ausgelassen wurden. Das Grundprinzip der Aufgabe konnte
jedoch korrekt erfasst werden, was auch die verbale Erlduterung im Einzelgesprach zeigt: ,Da
habe ich einmal null-vier hingeschrieben, weil das jaimmer gleich ist. Dann habe ich die Zahlen
bis neun hingeschrieben, also ab sechs, weil es ja groRer als fiinf sein muss.” (handschriftliche
Notizen zu Testbogen 16) Dennoch konnten durch die unstrukturierte Vorgehensweise nicht
alle Méglichkeiten gefunden werden. Ein solcher Fehler unterlief vielen Testpersonen, worauf

jedoch im Unterkapitel der Fehleranalyse noch genauer eingegangen wird.

Weiters wandten nur wenige Lernende eine mathematische Losungsstrategie an. Testperson
10 beschreibt: ,4 + 4 + 4 = 12“ (Notizen auf Testbogen 10). Ein weiteres Kind fand folgende
rechnerische Losung: ,,5 - 4 = 20“ (Notizen zu Testbogen 17). Keine dieser Personen wurden
zu einem Einzelgesprach eingeladen, weshalb kein genauerer Einblick in die Denkweise der

Schiiler*innen vorliegt.

7.9.2.2 Kategorie 2 — Darstellungsformen

Bei einer Analyse der Darstellungsformen wird sichtbar, dass, bis auf wenige Ausnahmen, nur
zwischen zwei Typen unterschieden werden kann. Am haufigsten, von etwa der Halfte der
Teilnehmer*innen, wurde eine mathematische Darstellungsform gewahlt. Nahezu all diese
Proband*innen arbeiteten mit einer Zifferndarstellung: ,Zuerst 0466, dann 0467, dann 0768,
[...]“ (handschriftliche Notizen zu Testbogen 28). Eine solche Visualisierung veranschaulicht die
Abbildung anbei:
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Abbildung 101: Zifferndarstellung - Fahrradschloss (Testbogen 65)

Weiters wurden auch vereinzelt rechnerische Darstellungen verwendet:

Meine Lésung
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Abbildung 102: rechnerische Darstellung - Fahrradschloss (Testbogen 41)

Testperson 41 beschreibt sein Vorgehen im Einzelgesprach: ,Ich habe mir gedacht, es gibt die
Moglichkeiten sechs, sieben, acht und neun und dann habe ich immer durchgetauscht.”
(handschriftliche Notizen zu Testbogen 41) Die weiteren inkorrekten Rechnungen wurden be-

reits bei der Kategorie der Losungsstrategien kurz angefiihrt.

Neben mathematischen Abbildungen gaben auch rund 45% der Testpersonen keine Darstel-
lung an. Wesentlich ist hierbei, dass, wie bereits bei den Losungsstrategien beschrieben, keine
dieser Teilnehmenden die Aufgabe korrekt |[6sen konnte. Einige dieser Teilnehmer*innen wa-
ren auch Teil des lauten Denkens. Auffallig ist hierbei, dass keine einzige Person erwdhnte, wie
sie sich die Moglichkeiten gedanklich abgebildet hat. Dies zeigt auf, dass es sinnvoll ist, sich

eine grofRere Anzahl an Variationen darzustellen und zu visualisieren.

Lediglich eine Testperson verwendete eine visuelle Darstellung, konkret eine farbliche Dar-

stellung anhand von bunten Strichen:



7 Forschungsergebnisse 164

Meine Lésung:
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Abbildung 103: farbliche Darstellung - Fahrradschloss (Testbogen 18)

Das Kind ordnete jeder Ziffer eine Farbe zu und variierte die Farben miteinander. Auffallig ist,
dass ansatzweise eine systematische Vorgehensweise ersichtlich ist, die Farben aber letztlich
unlbersichtlich geworden sein dirften: ,Ich habe jede Zahl viermal genommen und das dann
mal vier gerechnet. Oder doch nicht? Irgendwie bin ich auf zwolf gekommen.” (handschriftli-

che Notizen zu Testbogen 18)

7.9.2.3 Kategorie 3 — Fehleranalyse

Auf die am haufigsten vorkommende Fehlerquelle wurde bereits im Unterkapitel der Losungs-
strategien kurz eingegangen. Viele Lernenden gingen nicht systematisch vor und flihrten da-

her nur einige Moglichkeiten, jedoch nicht alle, an, wie etwa folgende Testperson:

Meine l.ésung:
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Abbildung 104: Fehlerquelle 1 - Fahrradschloss (Testbogen 28)

Dieses Kind zahlt unwillkirlich einige Zahlenvariationen auf, verwendet aber keine Strategie,
um alle Kombinationen zu finden. Auch Testperson 32 beschreibt seine unvollstidndige Auf-
zahlung im lauten Denken: ,Null und vier waren immer gleich. Dann habe ich sechs-sechs,
sechs-sieben, sieben-sieben, sieben-acht, acht-acht, neun-acht und neun-neun noch gefun-
den.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 32) Dieser Fehler lasst sich bei nicht ganz der

Halfte der inkorrekten Testbogen feststellen.

Weiters herrschte bei einigen Testteilnehmer*innen folgender Irrtum: ,Sechs, sieben, acht
und neun sind moglich und das zweimal, deshalb sind es acht Méglichkeiten.” (handschriftli-
che Notizen zu Testbogen 42) Korrekterweise erkannte das Kind, welche Zahlen eingesetzt
werden dirfen und dass diese an zwei Stellen ermittelt werden. Jedoch wurde hierbei auf das

Prinzip der Kombination vergessen und keine moglichen Variationen der Ziffern gebildet. Ein
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dhnlicher Fehler unterlief Testperson 44: , Es gibt nur vier Zahlen zwischen flinf und zehn, des-
halb gibt es vier Moglichkeiten.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 44) Hier wurden wie-
der die Zahlen, die eingesetzt werden konnen, richtig identifiziert. Jedoch fehlt bei dieser Be-
schreibung auch das Verstdndnis, dass die Ziffern an zwei Stellen gesucht werden, sowie wie-
der das Prinzip der Kombination dieser zwei Zahlen. Auch folgende Testperson Uberlas, dass

zwei Zahlen, die dritte und vierte Zahl, am Zahlenschloss gesucht werden:
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Abbildung 105: Fehlerquelle 2 - Fahrradschloss (Testbogen 4)

Sie fiihrte nur die Moglichkeiten, welche es fir die dritte Zahl gibt, an. Dies wiederum erkannte
Testperson 55: ,Wir wissen ja schon die ersten zwei Zahlen, deswegen bleiben zwei Zahlen
tbrig.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 55) In der weiteren verbalen Erlauterung des
Kindes wird jedoch sichtbar, dass das Prinzip der Aufgabe nicht erfasst wurde. Es wird weder
berlicksichtigt, dass die Zahl groRRer als flinf sein soll, noch, dass verschiedene Variationen ge-
funden werden: ,Weil nurmehr zwei Zahlen Ubrigbleiben, sind es zwei Moglichkeiten.” (hand-

schriftliche Notizen zu Testbogen 55)

Eine weitere Fehlerquelle war die Aufgabenstellung, dass die Zahlen groBer als flinf sein mis-

sen. So schloss beispielsweise folgende Testperson die Ziffer finf mit ein:
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Abbildung 106: Fehlerquelle 3 - Fahrradschloss (Testbogen 33)

Meine Lésung:

Auch Testperson 23 unterlief hierbei ein Fehler: ,Die dritte und vierte Zahl ist groRer als finf.
Es gibt also sechs, sieben, acht und zehn. Aso, die neun habe ich vergessen. Also eigentlich
sind es funf Zahlen.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 23) Auch wenn das Kind im Ein-
zelgesprach selbst bemerkt, dass es eine Ziffer (ibersehen hat, wurde die Zahl zehn auch ge-

nannt. Diese kann jedoch in einem Zahlenschloss nicht eingestellt werden. Darauf wies ein
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Kind im Gesprach genau hin: ,Ich habe selbst ein Fahrradschloss und ich weil3, dass die Zahlen

nur bis neun gehen.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 18)

Wenige Proband*innen geben im Einzelgesprach an, dass sie die Aufgabe nicht verstanden:
,Da weil ich einfach nicht, wie ich das rechnen soll.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen
39) Auch ein weiteres Kind gibt an: ,Die Aufgabe war so schwierig. Da habe ich einfach nur

geraten.” (handschriftliche Notizen zu Testbogen 13)

7.10 Diskussion der Ergebnisse

Im folgenden Kapitel werden die Ergebnisse der Forschung zusammenfassend dargestellt und
mit den Erkenntnissen aus dem Theorieteil der Arbeit verglichen. Wird die Gesamtzahl der
korrekt geldsten Beispiele der vorliegenden Untersuchung ins Verhaltnis zur Summe aller ge-
stellten Aufgaben gesetzt, zeigt sich, dass die Schiler*innen im Mittel etwa die Halfte der Auf-
gaben richtig bearbeiten konnten. Diese Erkenntnisse entsprechen tendenziell auch den Er-
gebnissen der Untersuchung von Herzog (2017, S. 276), welcher die Leistungen im Bereich der
Kombinatorik von Lernenden der dritten Schulstufe analysierte. Dieser kam jedoch zum Er-
gebnis, dass nur rund ein Drittel der Teilnehmenden die Losungen addaquat ermitteln konnte.
Aufgrund dessen, dass die Schiler*innen ungefahr im gleichen Alter sind, kénnen die beiden
Untersuchungen verglichen werden. Hierbei zeigt sich, dass in der vorliegenden Forschung
mehr Kinder die Aufgaben l6sen konnten, wenngleich beide Untersuchungen aufzeigen, dass
Schiler*innen ohne Vorkenntnisse deutliche Schwierigkeiten beim Lésen von Kombinato-

rikaufgaben haben.

Weiters werden die unterschiedlichen Aufgabentypen der Untersuchung ndaher betrachtet.
Kipman (2015, S. 59) gibt an, dass die drei kombinatorischen Figuren unterschiedlicher logi-
scher Voraussetzungen bedirfen. Dies zeigen auch die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit auf.
Die hochste Losungsrate konnten die Testteilnehmer*innen bei Permutationsaufgaben errei-
chen. Dies deckt sich mit der Empfehlung von Neubert (2019c, S. 97), dass in der Primarstufe
zunachst mit Aufgaben aus dem Bereich der Permutation gearbeitet werden soll, wenngleich
auch Beispiele der weiteren kombinatorischen Figuren Unterrichtsinhalt sein sollen, selbst
wenn diese schwieriger zu l6sen sind. Am schwierigsten waren in der vorliegenden Studie die
Variationsaufgaben, wobei anzumerken ist, dass bei diesen die Anzahl an Moglichkeiten am
hochsten war. Beim Testbeispiel 4a mussten insgesamt 16 Mdoglichkeiten ermittelt werden,
was bereits die Obergrenze der Empfehlung an Mdglichkeiten in der Primarstufe von Sill und

Kurtzmann (2019, S. 187) Uberschreitet.
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Die vorliegende Forschung zeigt auch auf, dass keine wesentlichen geschlechtsspezifischen
Differenzen beim Losen von kombinatorischen Aufgaben bei Schiller*innen der vierten Schul-
stufe gibt. Lediglich bei der Betrachtung einzelner Testbeispiele waren die mannlichen Teil-
nehmer teilweise im Vorteil. Diese Erkenntnisse stehen im Einklang mit Kipman (2018, S. 147),
welcher ebenfalls aufweist, dass das Geschlecht von Kindern keinen grof3en Einfluss auf die
Leistungen in der Kombinatorik hat. Weiterfiihrend zeigt Kipman (2018, S. 66) auch, dass die
verwendeten Strategien in keinem Zusammenhang mit dem Geschlecht der Schiler*innen
stehen. Des Weiteren deckt sich die Analyse der Untersuchung im Bereich der Korrelation der
Selbsteinschatzung der Mathematikleistungen mit den Leistungen im Bereich der Kombinato-
rik mit den Ergebnissen von Kipman (2018, S. 150). Dieser gibt an, dass es einen signifikanten
Zusammenhang zwischen den beiden Variablen gibt. Auch die durchgefiihrte Analyse im Rah-
men dieser Arbeit kommt zu diesem Entschluss. Je besser sich Schiler*innen in Mathematik

einstufen, desto besser konnen sie Kombinatorikaufgaben l6sen.

Bei einer genaueren Betrachtung der Strategien, welche Schiiler*innen in der vorliegenden
Untersuchung verwendeten, zeigt sich, dass am haufigsten keine konkrete Vorgehensweise
angegeben wurde und die Lernenden zumeist durch Raten oder spontane AuRerungen zu ih-
rem Ergebnis kamen, wobei dies in den meisten Fillen inkorrekt war. Ahnliches beschreibt
auch Lace (2008). Auch in ihrer Studie zu den Strategien bei Kombinatorikaufgaben geben
Teilnehmer*innen haufig keine Losungsmethode an. Hierzu fiihrt Kipman (2015, S. 66) an,
dass ein unstrukturiertes und unsystematisches Vorgehen zum Scheitern fiihrt, hingegen das
Entwickeln von Strategien hervorruft, dass Aufgaben wahrscheinlicher gelést werden kénnen.
Zu dieser Erkenntnis kommt auch die vorliegende Analyse. Von all jenen Aufgabenbeispielen,
bei denen Strategien erkennbar waren, wurden am haufigsten systematische Strategien an-
gegeben, und diese fiihrten auch zu einer deutlich héheren Losungsrate. Ein moglicher Grund
dafiir, dass nur bei etwa einem Drittel der Testaufgaben ein solches Vorgehen erkennbar ist,
konnte darin liegen, dass Schiiler*innen kombinatorische Aufgaben erst ab einem Alter von
etwa elf Jahren systematisch I6sen kénnen. Zuvor sind diese verwendeten Strategien haufig

noch instabil oder beziehen sich auf eine konkrete Aufgabe (Neubert, 20193, S. 20).

Ein Bezug zur Grundlagenliteratur l3sst sich in der vorliegenden Forschung auch bei der Ana-
lyse der Darstellungsformen erkennen. Wahrend etwa die Halfte der Teilnehmer*innen keine
Darstellung angab, wurden weiters hauptsachlich symbolische, visuelle und verbale Darstel-
lungen je nach Aufgabentyp verwendet. Dies deckt sich mit der Erkenntnis von Herzog (2017,
S. 278), welcher angibt, dass Darstellungen stark vom Inhalt der Aufgabe abhdngen, oft den
Inhalt dieser abbilden und zumeist bildliche und typografische, aber kaum organisierte Dar-

stellungen verwendet werden.
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Zusammenfassend zeigt sich, dass sich die wesentlichen Erkenntnisse der vorliegenden For-

schung weithingehend mit bereits bestehenden Untersuchungen decken.

7.11 Resiimee und Beantwortung der Forschungsfrage

Ziel des Kapitels Forschungsergebnisse ist es, die Erkenntnisse der Untersuchung der vorlie-
genden Arbeit so darzulegen, dass die zwei zentralen Forschungsfragen beantwortet werden
kdnnen. Hinsichtlich der Frage, wie Schiler*innen der vierten Schulstufe kombinatorische
Aufgaben |6sen, zeigt die vorliegende Untersuchung, dass die Teilnehmer*innen durchschnitt-
lich dreieinhalb von acht moglichen Aufgaben richtig |6sten. Dabei konnten deutliche Unter-
schiede hinsichtlich der einzelnen Testaufgaben festgestellt werden: Wahrend das Beispiel 2a
von nahezu allen Schiler*innen gelést wurde, konnte Aufgabe 4a von nur sehr wenigen Pro-
band*innen korrekt ermittelt werden. Permutationsaufgaben stellten sich hierbei als jene mit
der hochsten Losungsrate dar, wahrend Variationsaufgaben — besonders durch die Beriick-
sichtigung der Reihenfolgen sowie einer héheren Anzahl — am schwierigsten waren. Hinsicht-
lich des Geschlechts der Teilnehmer*innen zeigten sich kaum Auffalligkeiten — bei einigen
Testaufgaben waren die Buben leicht im Vorteil, jedoch nicht wesentlich. Weiters konnte eine
Korrelation zwischen der Selbsteinschatzung in Mathematik und der tatsachlich erbrachten

Leistung in der Untersuchung festgestellt werden.

In Bezug auf die zweite Forschungsfrage, welche die Losungsstrategien sowie die Darstellungs-
formen von Schiler*innen der vierten Schulstufe beim Losen von kombinatorischen Aufgaben
untersucht, kann Folgendes erkannt werden: In Bezug auf die Losungsstrategien zeigt sich,
dass der intuitive Losungsweg am haufigsten verwendet wurde, wobei dessen Erfolgsquote
stark variierte. Systematische Vorgehensweisen wurden seltener gewahlt, fihrten jedoch
deutlich haufiger zu einer korrekten Losung. Ein Rickgriff auf Vorwissen sowie die Strategie
des Versuchs und Irrtums traten im Vergleich nur sporadisch auf. In Hinblick auf die Darstel-
lungsformen dominiert das Fehlen einer konkreten Darstellung. Aufféllig ist hierbei, dass den-
noch in zahlreichen Fallen eine korrekte Losung gefunden werden konnte. Dies legt nahe, dass
die Proband*innen Strukturen identifizierten und mit diesen arbeiteten, diese jedoch nicht
verschriftlichten. Visuelle und verbale Darstellungsformen folgten in ihrer Haufigkeit, wah-
rend mathematische Reprasentationen eher selten verwendet wurden. Bei einer genaueren
Analyse der Veranschaulichungen lasst sich feststellen, dass die Form dieser stark von der Auf-
gabenstellung abhangig war. Wahrend Aufgaben mit grafischen Elementen haufiger visuell
dargestellt wurden, fliihrten Beispiele mit Namen in der Angabe eher zu verbalen Ausfiihrun-

gen. Ziffern in der Aufgabenstellung beglinstigten eher mathematische Formen.
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Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass Schiiler*innen der vierten Schulstufe Kom-
binatorikaufgaben liberwiegend intuitiv angehen, wobei die Verwendung von systematischen
Strategien mit einer deutlich héheren Losungsrate einhergeht. Die Form der Darstellung hdngt
oft von der Aufgabenstellung ab. Die Ergebnisse stiitzen sich zum GroRteil mit den in den the-
oretischen Kapiteln dargelegten Erkenntnissen und bestéatigen die vorliegende Forschung in
deren Aussagekraftigkeit. Zusatzlich folgt anbei das Fazit der Masterarbeit, in dem die wesent-

lichen Erkenntnisse dargelegt und restimiert werden.



170

8 Fazit

Die vorliegende Masterarbeit fokussiert die Kombinatorik in der Primarstufe. Bis zur Lehrplan-
reform 2023 fand diese kaum Beriicksichtigung im Unterricht der Volksschule. Erst der neue
Lehrplan (2023) sieht in der dritten Schulstufe vor, dass kombinatorische Abzahlaufgaben dar-

gestellt und gel6st werden.

Die gegenstandliche Arbeit verfolgt daher das Ziel, die Kombinatorik in der Primarschule ndher
zu beleuchten und untersucht das kombinatorische Kdnnen von Schiiler*innen der vierten
Schulstufe noch vor der Implementierung des neuen Lehrplans. Daher werden folgende For-
schungsfragen untersucht: ,Wie l6sen Schiilerinnen und Schiiler der vierten Schulstufe kom-
binatorische Aufgaben? Welche Losungsstrategien und Darstellungsformen treten bei Schii-
lerinnen und Schiiler der vierten Schulstufe beim Lésen von kombinatorischen Aufgaben-

stellungen auf?“

Um eine fundierte Grundlage zur Beantwortung dieser Fragestellungen zu schaffen, wurden
zundchst anhand einer Literaturrecherche theoretische Aspekte naher beleuchtet. Die Kom-
binatorik hat eine hohe Alltagsrelevanz. Einfache Entscheidungen, wie die Auswahl einer Eis-
sorte, legen kombinatorische Fragestellungen dar. Grundsétzlich verfolgt die Kombinatorik in
der Volksschule zwei wesentliche Ziele. Einerseits wird ermittelt, welche Mdéglichkeiten es gibt
und andererseits wird die Gesamtanzahl an Moglichkeiten bestimmt. Die Kombinatorik hilft
dabei, alle Moglichkeiten geschickt abzuzahlen. In der Fachdidaktik wird zwischen dem allge-
meinen Zahlprinzip sowie zwischen den kombinatorischen Figuren der Permutation, der Vari-
ation und der Kombination unterschieden. Auch wenn diese sowie ihre anwendbaren Formeln
in der Grundschule keine Rolle spielen, sind sie dennoch wesentlich, insofern sie unterschied-
licher logischer Voraussetzungen und Lésungsprozesse bedulrfen. Die Kombinatorik der Pri-
marstufe fokussiert insbesondere den Losungsprozess und zielt darauf ab, Schiler*innen zu
einem systematischen Vorgehen zu fiihren. Hierfir soll im Sinne eines Spiralprinzips —anhand
einer methodischen Progression — gearbeitet werden. Wesentlich ist zunachst ein Handeln mit
Materialien auf einer enaktiven Ebene, ehe die gefundenen Mdglichkeiten ikonisch, etwa mit
Bildern oder Grafiken, dargestellt werden. Erst in einem weiteren Schritt empfiehlt sich ein

symbolisches und abstraktes Arbeiten.

Eine Thematisierung der Kombinatorik in der Primarstufe eréffnet viele Lernchancen. Neben
einer motivierenden Wirkung fiir Schiler*innen bietet sie vielfaltige Differenzierungsmoglich-
keiten, sodass Aufgabenbeispiele fiir jedes Kompetenzniveau angepasst werden kbnnen. We-

sentlich ist auch, dass durch sie weitere allgemeine sowie inhaltliche mathematische Kompe-
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tenzen geférdert werden. Im Fokus steht hierbei immer der Lésungsprozess, welcher die Schii-
ler*innen zu einem systematischen Denken fiihren soll. Fiir diesen kénnen vielfaltige Losungs-
strategien und Darstellungsweisen verwendet werden. Auf jene legt die Untersuchung der

vorliegenden Masterarbeit ein Hauptaugenmerk.

Um die Forschungsfragen umfassend beantworten zu kénnen, wird ein Mixed-Methods-An-
satz verwendet. Hierflir wurde die quantitative Methode des Testbogens mit der qualitativen
Methode des lauten Denkens kombiniert, um so Schwachen einzelner Methoden auszuglei-
chen und einen weitreichenden Blick zu erhalten. Basierend auf einer Sammlung praktischer
Umsetzungsbeispiele der Kombinatorik in der Primarstufe, die im theoretischen Teil der Arbeit
vorgestellt wurden, konnte ein Testbogen mit acht kombinatorischen Aufgaben erstellt wer-
den. Jeweils zwei Aufgaben lassen sich dabei einer der kombinatorischen Figuren zuordnen.
Diese bedirfen unterschiedlicher logischer Voraussetzungen, weshalb es wesentlich war, alle
Figuren in den Testbogen zu integrieren. Neben den acht Testaufgaben, welche in unter-
schiedlichen Schwierigkeitsniveaus einzuordnen sind, wurden auch personliche Daten — das
Geschlecht, das Alter und die Selbsteinschatzung in Mathematik — erhoben. Die Daten des
Testbogens wurden durch qualitative Daten aus dem lauten Denken, in welchem zufallig aus-
gewadhlte Teilnehmer*innen in der Retrospektive erneut Einblick in ihr Vorgehen baten, er-
ganzt. Die Forschung wurde in sieben vierten Schulstufen im Raum Waldviertel mit insgesamt

65 Schiler*innen durchgefiihrt.

Die Untersuchungsergebnisse bieten ein vielschichtiges Bild. Insgesamt konnte im Durch-
schnitt nicht ganz die Halfte der kombinatorischen Aufgaben korrekt gelost werden. Bei einer
genaueren Betrachtung der deskriptiven Auswertung zeigt sich, dass im Mittel dreieinhalb der
acht gestellten Testbeispiele addquat modifiziert werden konnten. In der Bearbeitung einzel-
ner Aufgaben gab es grofle Unterschiede. Wahrend eine Testaufgabe von liber 90% der Teil-
nehmer*innen gel6st wurde, konnte ein anderes Beispiel von weniger als 10% der Schiler*in-
nen richtig bearbeitet werden. Die hochste Losungsrate konnte bei Permutationsaufgaben er-

zielt werden, was sich mit den Erkenntnissen der Literaturrecherche deckt.

Bei weiteren deskriptiven Auswertungen zeigt sich, dass kaum geschlechtsspezifische Diffe-
renzen bestehen. Sowohl Buben als auch Madchen konnten kombinatorische Aufgaben na-
hezu gleich gut |6sen, obwohl die mannlichen Teilnehmer bei einigen Beispielen etwas im Vor-
teil waren. Weiters kann eine positive Korrelation zwischen der Selbsteinschatzung und den
erbrachten Leistungen festgestellt werden. Je besser sich die Schiiler*innen in Mathematik

einschatzen, desto mehr Punkte konnten sie in der vorliegenden Testung erreichen.
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Bei einer genaueren Analyse der zweiten Forschungsfrage zeigt sich, dass unterschiedliche Lo-
sungsstrategien und Darstellungsformen verwendet werden. Auffallig ist jedoch, dass viele
Schiler*innen weder eine Strategie noch eine Darstellung anfiihrten, was darauf hinweist,
dass eine gewisse Unsicherheit beim Lésen kombinatorischer Aufgabenformate vorhanden
ist. Es wird jedoch auch ersichtlich, dass vereinzelte Schiler*innen, welche am Testbogen
keine Losungsstrategie oder Darstellung angaben, im lauten Denken ihr Vorgehen systema-
tisch beschreiben und so auch eine korrekte Losung ermitteln konnten. Allgemein stellt sich
die systematische Strategie als die am haufigsten genutzte Herangehensweise heraus. Kinder,
die systematisch vorgingen — etwa durch eine Fixplatzstrategie — erzielten auch die hochste
Losungsrate. Bei den Darstellungsformen zeigt sich, dass diese stark vom Aufgabeninhalt ab-
hdngen. Visuell konkretisierte Angaben verleiten zu visuellen Darstellungen, hingegen ein Bei-
spiel, bei welchem Ziffern vorkommen, die Zifferndarstellung hervorriicken oder Namen zur

verbalen Auflistung dieser fiihren.

Zusammenfassend lasst sich eine Vielzahl an verwendeten Strategien und Darstellungen, aber
auch an unterlaufenen Fehlern, verzeichnen. Diese Vielfalt verdeutlicht nicht nur die unter-
schiedlichen kognitiven Zugange der Schiiler*innen, sondern auch die Notwendigkeit einer
methodischen Progression im Unterricht der Primarstufe. Ein stufenweiser Aufbau der kom-
binatorischen Kompetenzen erweist sich als besonders sinnvoll. Letztlich zeigen auch weitere
Untersuchungen, dass nur eine Thematisierung der Kombinatorik zur Verbesserung der Lei-
stungen fuhrt. Schiler*innen muissen bei einfachen Aufgaben Strategien entwickeln, um kom-

plexere Beispiele systematisch l6sen zu kénnen.

Naturlich missen die gewonnen Erkenntnisse im Lichte einiger Einschrankungen betrachtet
werden. Die Untersuchung wurde gesamt an nur sieben Schulen in einem bestimmten Gebiet,

im Waldviertel durchgefiihrt, was die Generalisierbarkeit der Ergebnisse einschrankt.

Dennoch unterstreichen die Ergebnisse der vorliegenden Masterarbeit, wie wichtig es ist, die
Kombinatorik in den Mathematikunterricht der Primarstufe bewusst zu integrieren. Sie besta-
tigen die didaktische Relevanz der Implementierung des Themenbereichs in den neuen Lehr-
plan (2023) und unterstreicht das Potential, welches in einer friihen Férderung des kombina-
torischen Denkens liegt. Weiterfiihrend kénnen Forschungen, nachdem sich die Kombinatorik
im Unterricht der Volksschule implementiert hat, untersuchen, inwiefern sich das kombinato-
rische Kbnnen sowie die verwendeten Strategien und Darstellungen verandert haben. Es wird
entscheidend sein, den kiinftigen Mathematikunterricht so zu gestalten, dass dieser auch den

neuen Lehrplanbereich der Kombinatorik fordert.
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10.2 Einverstandniserklarung Eltern

EINVERSTANDNISERKLARUNG

Vor- und Nachname des Kindes:

Vor- und Nachname des/der Erziehungsberechtigten:

Hiermit erklare ich mich als Erziehungsberechtigte/r mit den folgenden Punkten
einverstanden:

1. Teilnahme am Testbogen:
O Ich bin mit der Teilnahme meines Kindes am Testbogen einverstanden.

O Ich bin mit der Teilnahme meines Kindes am Testbogen nicht einverstanden.

2. Teilnahme am Einzelgesprach:
T Ich bin mit der Teilnahme meines Kindes am Einzelgesprach einverstanden.
O Ich bin mit der Teilnahme meines Kindes am Einzelgesprach nicht einverstanden.

Die erhobenen Daten werden vertraulich behandelt und ausschlieRlich in meiner Masterarbeit
in anonymisierter Form veroffentlicht.

Vielen Dank fur Ihre Mithilfe!

Datum: Unterschrift:
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10.3 Eigenstandigkeitserklarung

»lch erklare, dass ich die vorliegende Masterarbeit selbst verfasst habe und dass ich dazu keine
anderen als die angefiihrten Hilfsmittel verwendet habe. Alle Stellen, die wortlich oder sinn-
gemaR aus veroffentlichten und nicht veroffentlichten Publikationen entnommen sind, sind
als solche kenntlich gemacht. Die Arbeit wurde in gleicher oder dhnlicher Form weder im In-

noch im Ausland in irgendeiner Form als Prifungsarbeit vorgelegt.”

Holl Sefp.i

Ludweis, 4. Mai 2025






