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Kurzzusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beinhaltet Diagnosemaoglichkeiten und Férderungsmallnahmen mathe-
matisch begabter Grundschulkinder. Um eine mathematische Begabung zu diagnostizieren,
ist zunachst wichtig, sich mit dem Begabungsbegriff auseinanderzusetzen. Grundsatzlich wer-
den unter diesem Begriff hohe mathematische Leistungen, die Kinder im Unterricht zeigen,
verstanden. Diese besonderen Leistungen kdnnen unterschiedlich ausgepragt sein. Die ma-
thematischen Fahigkeiten sind bei jeder Schiilerin oder jedem Schiiler individuell ausgepragt.
Erkennen Lehrpersonen markant hohe Leistungen bei Handlungen von Kindern wahrend des
Mathematikunterrichts, so hat deren Férderung hochste Prioritat. Durch offene Aufgabenstel-
lungen, die verschiedene mathematische Fahigkeiten fordern, kann diese sogar wahrend des
Regelunterrichts gelingen. Bei solchen Aufgaben ist wichtig, dass verschiedene L6sungswege
zuldssig sind. Besonders durch die Teilnahme an mathematischen Wettbewerben beziehungs-
weise durch den Besuch von auBerschulischen, mathematischen Lernorten kdnnen begabte

Schilerinnen und Schiler ihr Potenzial entfalten.

Summary

The present work contains diagnostic possibilities and support measures for thematically
gifted primary school children. In order to diagnose mathematical giftedness, it is first im-
portant to deal with the concept of giftedness. Basically, this term is used to describe the high
mathematical achievements that children show in class. These special achievements can be of
varying degrees. The mathematical abilities are developed individually for each pupil. If teach-
ers recognize such high achievements in children's actions during mathematics lessons, their
promotion is given the highest priority. Open assignments that promote various mathematical
skills can even be successful during regular lessons. For such tasks it is important that different
solutions are allowed. Gifted pupils can develop their potential especially by participating in

mathematical competitions or by attending extracurricular mathematical learning places.
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1 Themenaufriss und Zielstellungen

Mit Begabungen, die sich bei Schiilerinnen und Schiilern im Mathematikunterricht zeigen, ist
so gut wie jede Lehrperson einer Primarstufe konfrontiert. Daher ist wichtig, diesem Thema
eine groRe Bedeutung im Volksschulbereich zuzuschreiben. Oft erscheint es schwierig, die Kin-
der wahrend des Unterrichts optimal zu fordern. Daher soll die vorliegende Arbeit Moglich-
keiten aufzeigen, welche die Forderung mathematisch begabter Schilerinnen und Schiler
wahrend des Regelunterrichts erleichtern. Im Unterricht ist es nicht nur wichtig, leistungs-
schwachen Kindern Hilfestellungen anzubieten, sondern auch leistungsstarke Schiilerinnen

und Schiiler entsprechend ihrer besonderen Fahigkeiten zu unterstitzen.

Das Thema Begabungsférderung im Mathematikunterricht der Primarstufe erfordert zualler-
erst eine ausreichende Auseinandersetzung mit dem Begriff Begabung. In der Literatur wer-
den dieser Bezeichnung verschiedene Definitionen zugeordnet. Im folgenden Kapitel werden
diese Definitionen einander gegenibergestellt und miteinander verglichen. Fast (2005, S. 22)
spricht beispielsweise von einer hohen mathematischen Leistung, die begabte Kinder im
Grundschulbereich zeigen. Diese Arbeit bezieht sich auf Kinder, die im Mathematikunterricht
besonders hohe Leistungen durch eigenstindige und aullergewdhnliche Denk- und Hand-
lungsprozesse erbringen. Daher erscheint wichtig, nicht nur die verschiedenen Definitionen
von Begabung und im Genaueren von mathematischer Begabung zu erldutern, sondern auch
auf die geistigen Fahigkeiten im Bereich der Mathematik, die bei mathematisch begabten Kin-
dern besonders ausgepragt sind, einzugehen. Weiters wird die Bedeutung des Probleml&sens
flir mathematisch Begabte aufgezeigt, da durch offene Aufgabenstellungen wie Problemldse-

aufgaben die mathematischen Fahigkeiten dieser Kinder gefordert werden kénnen.

Die Gegenlberstellung der verschiedenen Definitionen von Begabung hilft Lehrpersonen, sich
der Bedeutung von Begabung bewusst zu sein. Folglich finden Beobachtungen innerhalb des
Unterrichtsgeschehens statt, um mathematisch begabte Grundschulkinder zu erkennen. Wie
wichtig die Diagnose von mathematischer Begabung ist, wann sie sinnvoll ist und welche Maog-
lichkeiten und Probleme sich dabei ergeben, wird in der vorliegenden Arbeit beantwortet. In
der Literatur werden unterschiedliche Merkmale von mathematischer Begabung in Form von
Merkmalskatalogen fiir Lehrpersonen und Erziehungsberechtigte, die als Anhaltspunkt dienen
sollen, keinesfalls aber eine Voraussetzung fiir eine Begabung sind, vorgestellt. Die hohen ma-
thematischen Fahigkeiten von begabten Schiilerinnen und Schiilern kénnen an spezifischen
Indikatoraufgaben sichtbar gemacht werden. Da mathematisch Begabte vor allem durch Prob-
leml6seaufgaben, bei denen mehrere Losungswege moglich sind, geférdert werden kdnnen,

werden im Bereich der Diagnose auch Vorgehensweisen und Strategien bei solchen Aufgaben
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beschrieben, die mathematisch begabte Schiilerinnen und Schiiler zeigen. So bekommen

Lehrpersonen einen Einblick in die Denkprozesse dieser Kinder.

Sobald eine bestimmte mathematische Begabung erkannt wurde, nimmt die Férderung dieser
den hochsten Stellenwert ein. Wieso die Forderung dieser Begabung so wichtig ist und welche
Ziele sie anstrebt, ist weiters ein wichtiges Thema in dieser Arbeit. Genauso werden Forde-
rungsmalnahmen wie Akzeleration und Enrichment, Integration und Segregation oder Diffe-
renzierung und Individualisierung beschrieben, die bei begabten Kindern angewandt werden
konnen. Die Férderung durch Differenzierung und Individualisierung ist auch im 6sterreichi-
schen Lehrplan der Volksschule (2012, S. 28) in den allgemeinen didaktischen Grundsatzen fiir
die Grundschule verankert. Da sich Schiilerinnen und Schiler durch die standige Entwicklung,
der sie ausgesetzt sind, in ihrem Sozialverhalten, ihrer Kommunikationsfahigkeit, der Selbst-
standigkeit, ihren Interessen, ihrem Vorwissen und dergleichen stark unterscheiden, ist ein
differenzierter und teils individueller Unterricht notwendig.
Dies erfordert von der Lehrerin bzw. vom Lehrer, dass sie bzw. er sich um die bestmégliche
Férderung jeder einzelnen Schiilerin bzw. jedes einzelnen Schiilers bemiiht. Der Klassenraum
soll als lernanregende Umwelt als auch als Raum fiir kindliches Zusammenleben gestaltet sein
[...]. Jeder Unterrichtstag soll inhaltlich und zeitlich so ausgewogen gestaltet sein, dass Arbeit
und Spiel, Anstrengung und Entspannung einander ergénzen und durchdringen. MafSnahmen
der Individualisierung bzw. inneren Differenzierung sind im Sinne des Férderns und Forderns zu

verstehen und zu gestalten. Sie tragen dazu bei, dass die Grundschule die sehr wichtige Auf-
gabe der Begabungsférderung erfiillt. (Osterreichischer Lehrplan der Volksschule, 2012, S. 28)

Die Lehrperson hat also grundsatzlich die Aufgabe, den Unterricht am Kind zu orientieren. Sie
soll auf die unterschiedlichen Bedirfnisse, Interessen und Begabungen der Schiilerinnen und
Schiiler eingehen, um so eine optimale Férderung jedes Einzelnen zu erreichen (vgl. Osterrei-
chischer Lehrplan der Volksschule, 2012, S. 27).

AbschlieBend werden, basierend auf den Zielen der Férderung, konkrete Aufgabenbeispiele
aus der Praxis vorgestellt, die Lehrpersonen innerhalb des Mathematikunterrichts einsetzen
konnen. Bedeutend ist dabei, dass die Beispiele wahrend der Unterrichtszeit von begabten
Kindern bearbeitet werden konnen. GrolSer Wert soll darauf gelegt werden, dass diese selbst-
standig gelost werden. Des Weiteren werden Moglichkeiten aufgezeigt, Kindern einen ab-
wechslungsreichen Unterricht zu bieten. Um mathematisch begabte Schiilerinnen und Schiiler
zu fordern, aber auch, um den anderen Kindern einer Klasse einen tieferen Einblick in die Ma-
thematik zu gewahren, bietet sich zum Beispiel das Projekt zum Thema Wahrscheinlichkeit,
das mit der gesamten Klasse durchgefiihrt werden kann und DifferenzierungsmaBnahmen so-
wohl flir begabte als auch fir leistungsschwache Kinder beinhaltet, an. Dieses Projekt hat den

Vorteil, dass es ohne weiters in den Regelunterricht eingebaut werden kann. Die Schulklasse
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kann beispielsweise auch am Wettbewerb Kdnguru der Mathematik, der jahrlich stattfindet,

teilnehmen oder das Haus der Mathematik in Wien besuchen.
Der Arbeit liegt folgende Forschungsfrage zugrunde:

Woran lasst sich mathematische Begabung im Unterricht erkennen und wie kénnen mathe-

matisch begabte Grundschulkinder geférdert werden?

Kapnick (1998) sowie Heller (1996) beschreiben, dass sich Lehrpersonen mit der Diagnose ei-
ner mathematischen Begabung Zeit lassen sollen. Kinder aus der ersten und zweiten Schul-
stufe durchlaufen haufig noch Entwicklungsprozesse. Eine zu friihe Diagnose kann zu Ein-
schrankungen in ihrer weiteren Schullaufbahn fiihren. Sie werden beispielsweise von der Klas-
sengemeinschaft ausgegrenzt, da sie immer andere Aufgaben bekommen als ihre Mitschiile-
rinnen und Mitschiiler. Daher ist wichtig, solche Auswirkungen durch einen sorgfaltigen Um-
gang mit der Diagnose und Forderung von mathematischer Begabung zu vermeiden bezie-

hungsweise zu vermindern.
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2 Definition des Begabungsbegriffs

Die Definition von Begabung ist umstritten. Der Begriff wird sehr unterschiedlich interpretiert
und verstanden, weshalb umso schwieriger ist, sich auf eine konkrete Definition festzulegen.
Den Unterschied zwischen Hochbegabung und einer besonderen Begabung in einem be-
stimmten Bereich zu erkennen, ist somit Voraussetzung fiir eine tiefgriindige Auseinanderset-
zung damit. Im Folgenden wird zuerst der allgemeine Begabungsbegriff festgelegt und an-

schliefend auf die Definition von mathematischer Begabung naher eingegangen.

2.1 Begabung

Der Begriff Begabung wird grundsatzlich sehr unterschiedlich aufgefasst und verstanden.
Gleichgesetzt wird dieser oft mit Hochbegabung, Intelligenz oder Leistung. Auch die Begriffe
Talent, Fédhigkeit oder Kreativitdt werden in diesem Zusammenhang haufig verwendet. Daher
ist besonders wichtig, diese Begrifflichkeiten voneinander abzugrenzen beziehungsweise Ge-
meinsamkeiten aufzuzeigen. Kapnick (1998, S. 45ff) beschreibt in Bezug auf den Begabungs-
begriff vier unterschiedliche Dimensionen, wobei er dabei unter anderem eine Definition von
Cropley, Mc Leord und Dehn (1988, S. 17) heranzieht.

Er sieht Begabung in Bezug auf eine bestimmte Tatigkeit oder auf einen bestimmten Tatig-
keitsbereich. Haufig wird von begabten oder hochbegabten Kindern gesprochen, wenn sie
hohe Intelligenz in einem speziellen Bereich aufweisen. Cropley, Mc Leord und Dehn (1988,
S.17) definieren Begabung wie folgt: ,,(Hoch-)begabte und talentierte Kinder sind diejenigen,
die von Experten als solche herausgefunden wurden, die wegen besonderer Qualitaten oder

Eigenschaften zu hoher Performanz (praktischer) Intelligenz fahig sind [...].“ (S. 17)

Bei dieser Definition werden die beiden Begriffe Intelligenz und Begabung miteinander ver-
mischt. Demnach beschreibt Kapnick (1998, S. 45ff), dass begabte Menschen hohe Leistungen
in einem bestimmten Tatigkeitsbereich, wie zum Beispiel Musik, Mathematik oder Sport, er-

bringen.

Die zweite Dimension, die der Autor beschreibt, stiitzt sich auf relevante Faktoren, die fiir die
Entstehung und Entwicklung von Begabung wichtig sind. Dabei werden drei verschiedene An-

satze in der Begabungsforschung unterschieden:
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o Biologische Ansatze: Die Begabung ist erblich bedingt.
o Environistische Ansatze: Soziale Umwelteinfliisse dominieren.

o Zweifaktorenmodell: Die Begabung entwickelt sich durch Erbanlagen und durch Um-

welteinflisse.

Die Vertretung des ersten Ansatzes ist zu Uberdenken, da in diesem Fall keine historischen
Veranderungen des durchschnittlichen IQ-Wertes erkennbar sein dirften. Dies ist allerdings
nicht der Fall, da sich Menschen im Laufe der Jahre verandern und demnach auch die Leistun-
gen dieser unterschiedlich sind und sich in verschiedene Richtungen entwickeln kdnnen. Auch
der zweite Ansatz, dass eine Begabung nur durch soziale Umwelteinfliisse entstehen kann, ist
eine sehr extreme Ansicht. Denn selbstverstandlich spielt bei der Entwicklung von Begabung
die Umwelt eine groRe Rolle, allerdings sind deren Einfliisse nicht der ausschlaggebende As-
pekt fir diese Entwicklung. Kapnick (1998, S. 48f) vertritt das Zweifaktorenmodell, da sowohl
Umwelteinflisse als auch genetische Anlagen bei der Entwicklung von Begabungen grof3en

Einfluss haben.

Die dritte Dimension beschreibt Begabung als Potential fiir liberdurchschnittliche Fahigkeiten,
die hochstwahrscheinlich noch erreicht werden kénnen, oder als bereits vorhandene tber-
durchschnittliche Fahigkeiten. Ob Begabung als spater zu erwartende hohe Leistungen oder
als bereits vorhandene Leistungen gesehen wird, hangt von der Entstehung und Entwicklung
dieser ab. Dass man sich bei der Entwicklung einer Begabung jedoch nur auf die bereits vor-
handenen Fahigkeiten beschrankt, ist unzuldssig, da dabei die sozialen Umwelteinfliisse und
die Personlichkeitsmerkmale nicht miteinbezogen werden. Wird eine Begabung erkannt, so
kann meist nur eine Vorhersage liber die zu erwartenden Leistungen gemacht, nicht aber ge-

nau beschrieben werden, wie sich diese Leistungen in Zukunft entwickeln werden.

Bei der vierten und letzten Dimension wird Begabung als eine individuelle Auspragung hoher
Leistungsfahigkeit gesehen und in unterschiedliche Niveaustufen gegliedert. Jeder Mensch
weist in existentiellen Tatigkeitsbereichen, wie beispielsweise Geschicklichkeit, Sprache oder
Denktatigkeiten, grundsatzlich eine Begabung auf. Diese Begabung kann aber bei jedem Men-
schen anders ausgepragt sein, da die sozialen Umwelteinfliisse und die genetischen Anlagen
eine unterschiedlich grol3e Rolle spielen. Fiir die verschiedenen Auspragungen einer Begabung
fahrt Kapnick (1998, S. 52) Niveaustufen an. Die Benennungen dieser Stufen sind sehr unter-
schiedlich. Er spricht von mathematisch minderbegabten, durchschnittlich begabten und ho-

her als durchschnittlich begabten Schiilerinnen und Schiilern. Er weist jedoch auch darauf hin,
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dass diese Einteilung haufig sehr schwierig ist, da jeder andere Starken und Schwachen auf-
weist und somit auch unterschiedliche Denkprozesse und Losungswege hat, die nicht immer

eindeutig in eine Stufe zuordenbar sind.

Auch Bardy (2007, S. 9ff) legt keine allgemein giiltige Definition von Begabung fest. Klar ist
jedoch, dass begabte Menschen durch ihre Leistungen und Fahigkeiten in bestimmten Berei-
chen besonders positiv auffallen. Da bereits viele Definitionen und Modelle zur Begabung be-
kannt sind, hat Lucito (1964 zit. nach Bardy, 2007, S. 11) eine Klassifikation dieses Begriffs

vorgenommen. Diese lautet wie folgt:

1. Klasse (Ex-post-facto-Definitionen): Nach diesen Definitionen sind Menschen begabt,
wenn sie etwas Herausragendes geschafft haben. Kinder oder Jugendliche fallen im

Normalfall nicht in diesen Definitionsbereich.

2. Klasse (IQ-Definitionen): Dabei spricht man von einer Begabung, wenn der Intelli-

genzquotient 130 oder mehr betragt.

3. Klasse (Talentdefinitionen): Durch diese Definition werden herausragende Leistungen

in speziellen, gesellschaftlich relevanten Fachgebieten wie Mathematik beschrieben.

4. Klasse (Prozentsatzdefinitionen): Ein bestimmter Prozentsatz der Bevolkerung gilt als
begabt. Dies wird durch Schulnoten, Schulleistungstests oder Werte der Intelligenz-

tests gemessen.

5. Klasse (Kreativitatsdefinitionen): Dabei wird die Festlegung einer Begabung mit dem
Intelligenzquotienten abgelehnt. Originelle und produktive Leistungen sind in diesem

Fall besonders wichtig.

Diese flinf verschiedenen Klassen sind nicht eindeutig voneinander abgegrenzt, sondern kon-
nen sich auch teilweise Gberschneiden. Wird die 1Q-Definition mit der Kreativitatsdefinition
verglichen, so ist sofort erkennbar, dass erstere von einer Begabung ausgeht, wenn der
Mensch einen hohen Intelligenzquotienten aufweist. Die Kreativitatsdefinition legt keinen In-
telligenzquotienten fest, nach dem Menschen begabt sind. Im Gegenteil zu diesen beiden Auf-
fassungen des Begabungsbegriffs stehen die Klassen 3 und 4 in engem Zusammenhang. Beide

nehmen unter anderem den Intelligenzquotienten als Maf3stab fiir eine Begabung.

Nach Heller (1996, S. 12) ist Begabung ein personliches, relativ stabiles und anhaltendes Fa-
higkeits- und Handlungspotenzial. Dieses besteht aus kognitiven, emotionalen, kreativen und

motivationalen Aspekten, die durch bestimmte Einflussfaktoren weiter ausgepragt werden
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kdnnen und so eine Person in die Lage versetzen, in einem bestimmten Bereich hohe Leistun-
gen zu erbringen. Demnach ist eine Begabung aufgrund der unterschiedlichen Starken, Schwa-

chen und Fahigkeiten bei jedem anders.

Im Zusammenhang mit dem Begabungsbegriff spielt auch der Begriff Leistung eine wichtige
Rolle. Um Begabung zu erkennen, missen Menschen etwas leisten, woran diese messbar
wird. Von Leistung im menschlichen Bereich wird gesprochen, ,wenn der Vollzug oder das
Ergebnis einer Arbeit in Relation zu einem qualitativen oder quantitativen GltemaRstab ge-
setzt wird“ (Fast, 2005, S. 22). Die Durchfiihrung der Aktivitdten als auch das Endprodukt wer-
den zur Wertung der Leistung herangezogen. Somit wird zwischen einem statischen Leistungs-
begriff, dem Ergebnis, und einem dynamischen Leistungsbegriff, dem Prozess des Vollzugs,
unterschieden (vgl. Schréder, 1997, S. 13ff). Jirgens (1999, S. 50f) stellt zwei Merkmale vor,
die Leistung in der Grundschule kennzeichnen: Einerseits ist Leistung produkt- und prozess-
orientiert. Also ist nicht nur die Bewertung des Ergebnisses wichtig, sondern immer auch die
Beachtung des Prozesses, der Bedingungen und der Vorgange, um Leistungen zu beurteilen.
Andererseits entsteht Leistung beim individuellen und sozialen Lernen. Schulische Leistungen
sind zwar oft das Ergebnis individueller Lernergebnisse, kdnnen aber auch in anderen Sozial-

formen wie Partner- oder Gruppenarbeit erbracht werden.

Weiters stellt die Intelligenz des Individuums einen ausschlaggebenden Aspekt fiir eine Bega-
bung dar. Roth (1998, S. 17f) beschreibt verschiedene Feststellungen in Bezug auf Intelligenz,

die allgemein giiltig sind:

o Intelligenz ist nicht direkt beobachtbar, sondern kann nur durch ein beobachtbares

Verhalten erkennbar gemacht werden.

o Verhalten, das als intelligent bezeichnet wird, ist vom Funktionieren des Zentralner-
vensystems abhangig. Intelligenz kann also mitunter angeboren sein, muss sich jedoch

teilweise erst entwickeln.

o Die Merkmale von Intelligenz kdnnen nicht eindeutig am Menschen selbst festgestellt

werden, sondern sind immer in einem Zusammenspiel mit seiner Umwelt zu erkennen.

o Die Begriffe Lernen, Geddchtnis und Denken sind nicht eindeutig von Intelligenz zu dif-

ferenzieren, aber auch nicht eindeutig in Relation zueinander zu setzen.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass die meisten Autorinnen und Autoren gleiche Ansich-
ten in Bezug auf den Begabungsbegriff haben. Das Zusammenspiel der genetischen Veranla-
gung und der sozialen Umwelteinflisse ist bei der Entwicklung von Begabung von groRer Be-
deutung. Dass Begabung durch besondere Fahigkeiten in einem oder mehreren Bereichen ge-
kennzeichnet ist, beschreiben Bardy (2007), Heller (1996) und Kapnick (1998). Weiters stellt
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Intelligenz bei Begabung einen wichtigen Aspekt dar. Denn begabte Menschen weisen, laut
dieser Autoren, immer auch eine hohere Intelligenz als andere auf. Nur Lucito (1964 zit. nach
Bardy, 2007) beschreibt aufgrund der Kreativitdtsdefinition, dass Intelligenz in keinerlei Hin-
sicht in Zusammenhang mit dem Begabungsbegriff steht. Also intelligente Menschen sind

nicht ohne weiters begabt zugleich.

2.2 Begabung in Bezug auf die Mathematik

Nachdem in 2.1 der allgemeine Begabungsbegriff erlautert wurde, soll nun Begabung in Bezug
auf die Mathematik genauer beschrieben werden. Zuerst wird in den nachfolgenden Kapiteln
der Unterschied zwischen Alltagsdenken und mathematischem Denken dargelegt. Anschlie-
Rend wird auf geistige Fahigkeiten, die fir mathematisches Arbeiten von groBer Bedeutung
sind, eingegangen. Dabei muss geklart werden, was iberhaupt unter mathematischen Fahig-
keiten, mit denen hohe Leistungen erbracht werden kénnen, verstanden wird und welche ver-
schiedenen Aspekte dabei von groRer Bedeutung sind. Uberdies spielt auch das problem|s-
sende Denken eine wichtige Rolle bei mathematisch begabten Schilerinnen und Schilern,

weshalb auch auf die Bedeutung dessen eingegangen wird.

2.2.1 Alltagsdenken und mathematisches Denken

Um konkret Giber mathematische Begabung sprechen zu kénnen, hat es oberste Prioritat, her-
auszufinden, welche geistigen Fahigkeiten notwendig sind, um sich mit der Mathematik be-

schaftigen zu kdnnen.

Ob Alltagsdenken und mathematisches Denken zwei vollig verschiedene Denkweisen sind o-
der im Zusammenhang zueinanderstehen, soll in diesem Kapitel erlautert werden. Heymann
(2013) nennt dafilir zwei unterschiedliche Standpunkte: die Differenzannahme und die Konti-

nuitdtsannahme. Die Differenzannahme beschreibt er wie folgt:

Alltdgliches und mathematisches Denken sind grundsdtzlich verschieden. Das Alltagsdenken ist
— wie die Alltagssprache, auf die es sich stiitzt — vage, unprdzise und fiihrt zu keinen klaren
Ergebnissen. Eine Ursache von Fehlern ist, dass die Schiiler ihrem Alltagsdenken verhaftet blei-
ben. Im Mathematikunterricht ist jedoch die mathematische Denkweise die allein angemes-
sene. Ein vorrangiges Ziel des Mathematikunterrichts muss es sein, das Alltagsdenken der Schii-
ler méglichst weitgehend durch mathematisches Denken zu ersetzen. Schiilern, denen das ‘Um-
schalten’ auf das mathematische Denken nicht gelingt, ist die Unvollkommenheit und Prob-
lemunangemessenheit des Alltagsdenkens zu demonstrieren. (S. 224)
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Der Differenzannahme nach ist das mathematische Denken nicht mit dem alltaglichen Denken
verknlpft. Orientieren sich Lehrerinnen und Lehrer im Mathematikunterricht an dieser An-

sicht, so kdnnen sie kaum zwischen diesen beiden Denkweisen vermitteln.
Die Kontinuitatsannahme beschreibt Heymann (2013) so:

Das mathematische Denken stellt gleichsam eine systematische Fortschreibung des Alltagsden-
kens dar: Das Alltagsdenken wird durch Schérfung seiner Begrifflichkeit und durch systemati-
sche und bewusste Anwendung bestimmter Schlussweisen und Strategien, die im Prinzip (aber
hdufig eben inkonsequent) auch im Alltagsdenken schon nachweisbar sind, fiir eine bestimmte
Klasse von Problemen (eben die sogenannten ‘mathematischen’ Probleme) effektiviert. Zwi-
schen dem Alltagsdenken (bzw. der Fachsprache) gibt es eine Fiille von Zwischenstufen, die fiir
das Mathematiklernen wichtig sind. Mathematisches Lernen hat desto gréfSere Erfolgschan-
cen, je weniger die Lernenden zwischen ihrem Alltagsdenken und dem Unterricht geforderten
mathematischen Denken eine Kluft empfinden. (S. 224)

Bei dieser Ansicht werden die Absichten der Vermittlung von mathematischen Inhalten zwi-
schen dem Alltagsdenken und dem mathematischen Denken sowie mathematischen Inhalten

und der Allgemeinbildung deutlich.

Letztlich scheint aber wichtig, die beiden verschiedenen Annahmen nicht vollig getrennt von-
einander zu betrachten. Denn im Mathematikunterricht wird trotz des spezifischen Faches oft
auch auf das alltagliche Denken Bezug genommen, weshalb dieses von jenem Fach nicht aus-
geschlossen werden sollte. Genauso bendtigen Kinder und selbstverstandlich Erwachsene ma-
thematisches Denken fir den Lebensalltag (vgl. Bardy, 2005, S. 29f). Beispielsweise wird beim
Einkaufen von Lebensmitteln auch Bezug zur Mathematik hergestellt, wenn der ungefiahre

Endbetrag des Einkaufs geschatzt werden mochte.

2.2.2 Geistige Fahigkeiten mathematischen Denkens

Devlin (2003, S. 26ff) beschreibt Grundlagen geistiger Fahigkeiten mathematischen Denkens,
die teilweise im Zusammenhang miteinander stehen. Bardy (2007, S. 31ff) greift diese auf,
wahlt in seinem Werk jedoch eine etwas andere Reihenfolge, da er die Grundlagen nach ihrer
Relevanz geordnet hat. Folgende Fahigkeiten sind in der Reihenfolge nach Bardy (2007. S. 31ff)

fiir das Betreiben von Mathematik notwendig:

(1) Die Auspragung eines Zahlensinns: Menschen, die einen ausgepragten Zahlensinn auf-
weisen, sind in der Lage, simultan, das heiRt auf einen Blick, eine bestimmte Anzahl
von Gegenstanden zu erkennen (vgl. Bardy, 2007, S. 31f). In den meisten Fallen gelingt
dies bei hochstens vier bis flinf Objekten. Selten kdnnen Menschen auch sechs oder
mehr Objekte auf diese Weise erfassen (vgl. Schipper, 2009, S. 71). Die Simultanauf-

fassung kann vor allem durch das unstrukturierte Legen von kleinen Anzahlen in der
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(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

Hohe von vier bis finf mit Legematerial gelibt werden. Die Lehrperson legt beispiels-
weise drei Plattchen auf den Tisch und das Kind muss diese Anzahl sofort auf einen
Blick erfassen (vgl. Schipper, 2009, S. 293).

Numerische Kompetenz: Die numerische Kompetenz beschreibt jene Fahigkeit, kleine
Mengen zu unterscheiden und miteinander zu vergleichen (vgl. Bardy, 2007, S. 32). So
werden fir Schiilerinnen und Schiler beispielsweise zwei unterschiedlich grole Men-
gen mithilfe von Legeplattchen auf dem Tisch platziert. Die Kinder vergleichen diese

miteinander und nennen, welche Menge gréRRer beziehungsweise kleiner ist.

Algorithmische Fahigkeiten: Algorithmische Fahigkeiten ermoglichen den Menschen,
unter der Beachtung von Rechenvorschriften rechnerische oder algebraische Aufga-
ben zu l6sen. In der Grundschule ware solch ein Algorithmus beispielsweise die schrift-
liche Multiplikation (vgl. Bardy, 2007, S. 32).

Der Sinn fiir Ursache und Wirkung: Den Sinn fir Ursache und Wirkung erwerben Kinder
bereits im frihen Alter. Sie wissen, dass eine bestimmte Handlung immer auch eine
Konsequenz mit sich bringt (vgl. Bardy, 2007, S. 33). Schneiden Schiilerinnen und Schii-
ler im Mathematikunterricht zum Beispiel in der Diagonale ein Quadrat durch, so ist

die Auswirkung die Entstehung zweier Dreiecke.

Die Fahigkeit, Bezlige herzustellen beziehungsweise lber Zusammenhange nachzu-
denken: In der Mathematik liegt haufig der Schwerpunkt darauf, Bezlige zwischen abs-
trakten Objekten herzustellen. Dies wird in der Grundschule beispielsweise auch zwi-

schen Objekten der Arithmetik und Objekten der Geometrie gemacht.

Bei diesem Aspekt erscheint das Denken in Analogien als besonders wichtig. Kann ein
Mensch Analogien herstellen, so ist er in der Lage, sein Wissen zu nutzen, um es auf

andere, unbekannte Probleme zu libertragen (vgl. Bardy, 2007, S. 33).

Die Fahigkeit, eine langere Kausalkette von Tatsachen oder Ereignissen zu konstruieren
und zu verfolgen: Diese Fahigkeit besitzen wir nicht im friihen Kindesalter. Wann sich
diese jedoch entwickelt, ist von Mensch zu Mensch verschieden und nicht eindeutig
festgelegt. Sie ist bei begabten Kindern allerdings deutlich besser ausgepragt. Ein Bei-
spiel fir eine Kausalkette von Tatsachen wére ein mathematischer Beweis (vgl. Bardy,
2007, S. 33f).

Die Fahigkeit zum logischen Denken: Logisches Denken wird vorausgesetzt, um sich
mit der Mathematik auseinandersetzen zu konnen (vgl. Bardy, 2007, S. 34). Zu diesen
logischen Fahigkeiten zahlt Bardy (2007, S. 155f) beispielsweise das Verstehen und

Verwenden logischer Sprachbestandteile wie ,,und” oder ,,oder”, das Fiihren einfacher
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Beweise oder das Umformulieren einer vorgegebenen Aussage in eine logisch gleiche.
Ist ein Kind in der Lage, logisch zu denken, so beherrscht es demnach die gerade ge-

nannten, logischen Fahigkeiten.

(8) Die Fahigkeit zu abstrahieren: Menschen, die in der Lage sind, zu abstrahieren, kbnnen
sich Objekte ins Gedachtnis rufen, die sie womoglich noch nie gesehen, sondern von
denen sie nur gehort haben, oder die nur fiktional vorhanden sind. Diese Objekte, die
in unseren Gedanken existieren, sind Symbole, die eigentlich Zeichen fiir andere Ob-
jekte sind (vgl. Devlin, 2003, S. 149ff).

(9) Raumliches Vorstellungsvermogen: Besuden (1999, S. 2f) beschreibt drei grundle-

gende Aspekte des rdumlichen Vorstellungsvermdégens:

o Raumliches Orientieren: Dabei ist der Mensch fahig, sich gedanklich oder real

im Raum orientieren zu kdnnen.

o Raumliches Vorstellen im engeren Sinn: Dieser Aspekt beschreibt die Fahigkeit,
raumliche Objekte oder Beziehungen zwischen diesen in den Gedanken wie-

derherstellen zu konnen.

o Raumliches Denken: Dieses lasst zu, mit Vorstellungsinhalten gedanklich zu
operieren und auch ihre Lage oder ihre Beziehungen zueinander in den Gedan-

ken zu verandern.

Die angefiihrte Liste nach Bardy (2007) und Devlin (2003) beschreibt geistige Fahigkeiten, die
teilweise sehr stark in Beziehung zueinander stehen. So bendtigen Schiilerinnen und Schiiler
beispielsweise die Fahigkeit zum logischen Denken fiir die Konstruktion einer langeren Kau-
salkette von Tatsachen oder Ereignissen. Um zum Beispiel einen mathematischen Beweis auf-
zustellen, missen logische Schlussfolgerungen der einzelnen Schritte bis zum endgiiltigen Be-
weis stattfinden, damit er letztlich allgemein giiltig ist. Weiters steht (7), wie bereits in diesem
Punkt beschrieben, eng in Zusammenhang mit (4) und (5). Logisches Denken befahigt jeman-
den, Bezlige herzustellen oder den Sinn fiir Ursache und Wirkung zu haben. Demnach ist zu
hinterfragen, ob (7) tatsachlich als eigener Bereich definiert werden sollte. Denn er beschreibt

ohnedies Fahigkeiten, die fiir die anderen, genannten Bereiche benétigt werden.

Auch Kapnick (1998, S. 110ff) beschreibt grundlegende geistige Fahigkeiten, die fir die Ausei-
nandersetzung mit mathematischen Inhalten notwendig sind. Darunter zahlt er die Fahigkeit
zum Strukturieren, zum Wechseln zwischen den Reprasentationsebenen, zum Umkehren von
Prozessen, zum Transfer mathematischer Zusammenhange, die Gedachtnisfahigkeit fiir ma-

thematische Sachverhalte, das raumliche Vorstellungsvermogen sowie die Spielfahigkeit.
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Wie bereits in 2.1 beschrieben wurde, kann Intelligenz nicht vom Gedachtnis abgegrenzt wer-
den. Die Gedachtnisfahigkeit kann auch als intellektuelle Fahigkeit verstanden werden. Dérner
und Van der Meer (1995) sowie Kapnick (1998) sind der Meinung, dass das Gedachtnis fir das
Wiedererkennen, das Orientieren in der Umwelt, Denkprozesse und Kreativitdat notwendig sei.
Sie sehen das Gedachtnis als ein sehr aktives, veranderbares Organ. So weisen auch potentiell
begabte Grundschilerinnen und Grundschiiler eine beachtliche Leistung des Gedachtnisses
auf. Beispielsweise sind sie den Erwachsenen haufig beim Memory-Spiel iberlegen. Kapnick
(1998, S. 111) beschreibt weiters, dass die Gedachtnisleistung stark vom Vorwissen zu einem
bestimmten, mathematischen Sachverhalt der Kinder abhangig sei. Deshalb seien potentiell
begabte Kinder der dritten und vierten Klasse ihren Mitschilerinnen und Mitschilern in der
Informationsaufnahme und Speicherung genauso wie im Wiedererkennen und Reproduzieren

mathematischer Sachverhalte liberlegen.

Die Fahigkeit zum Strukturieren ermdoglicht Kindern das Erkennen und Herstellen von Mustern
beziehungsweise Anordnungen sowie von gesetzmalligen Zusammenhangen in mathemati-
schen Sachverhalten. Mathematische Objekte sind zum Beispiel geometrische Figuren, Zahlen
oder Gleichungen. Diese Fahigkeit wird bereits in der ersten Klasse gefordert. Erstklasslerin-
nen und Erstklassler ordnen beispielsweise geometrische Figuren nach bestimmten Kriterien
und vergleichen sie miteinander. Genauso entwickeln sie aus vorgegebenen Objektmengen
durch das Abstrahieren hinsichtlich der Machtigkeit von Mengen die natlirlichen Zahlen. Zur
Fahigkeit des Strukturierens zahlt unter anderem auch das Erfassen einer bestimmten Rechen-
operation als Vertreter einer speziellen Gruppe von Aufgaben. Diese Vorgehensweise ist zum
Beispiel beim Sachrechnen notwendig (vgl. Kdpnick, 1998, S. 111f). Im Zuge der Untersuchun-
gen, die in Kadpnick (1998) und Fast (2005) beschrieben und im Kapitel 3.4 genauer erlautert
werden, versuchten die Autoren durch geeignete, mathematische Aufgaben zu untersuchen,
inwieweit potentiell begabte Schiilerinnen und Schiiler aus dritten und vierten Klassen, im

Vergleich zu gleichaltrigen Kindern, mathematische Sachverhalte strukturieren kénnen.

Die Fahigkeit zum Wechseln zwischen den Reprasentationsebenen kann vor allem bei vermut-
lich begabten Grundschilerinnen und Grundschiilern als Erkennungsmerkmal gesehen wer-
den, da sie im Alter von acht bis neun Jahren im Ubergang von der praktisch-gegenstindlichen
und anschaulichen Ebene der geistigen Tatigkeit zum sprachlich-begrifflichen Denken sind.
Diese Kinder bendtigen bei der Auseinandersetzung mit mathematischen Sachverhalten hau-
fig noch Veranschaulichungen, die in die ikonische Ebene fallen. Genauso versuchen sie auf
der enaktiven Ebene, mathematische Sachverhalte zu verstehen, wobei sie gleichzeitig schon

auf der symbolischen Ebene tatig sind. In der Grundschule werden Schiilerinnen und Schiiler
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bereits ab der ersten Klasse daran gewohnt, zwischen den drei Reprasentationsebenen iko-
nisch, enaktiv und symbolisch zu wechseln. So werden sie zum Beispiel von den Lehrpersonen
dazu angeleitet Additionen wie 7 + 4 zuerst mithilfe von Legematerial darzustellen, um dann
aus der Darstellung zu einer Lésung zu kommen (vgl. Kapnick, 1998, S. 112f). Mithilfe der Un-
tersuchungen, die in Kdpnick (1998) und Fast (2005) durchgefiihrt wurden, wollten die beiden
Autoren Uberprifen, inwieweit potentiell begabte Dritt- und Viertklasslerinnen und -klassler

den Wechsel zwischen den drei Ebenen bei komplexeren Probleml&seaufgaben schaffen.

»,Reversibilitdt bedeutet das Umkehren von Gedankengidngen bei Rechenoperationen und
Problemaufgaben. Als heuristische Hilfe steht sie beim Losen von Denk- und Sachaufgaben zur
Verfligung.” (Fast, 2005, S. 37) Die Fahigkeit zur Reversibilitat spielt schon im Anfangsunter-
richt der Volksschule eine bedeutende Rolle. Manche Schiilerinnen und Schiiler der ersten
Klasse sind bereits in der Lage, wechselseitige Zuordnungen zwischen Mengen und Zahlen o-
der Umkehrbeziehungen zwischen den Operationen Subtraktion und Addition herzustellen.
Kinder der dritten und vierten Klasse benoétigen diese Fahigkeit beispielsweise beim Losen von
Knobelaufgaben (vgl. Kdpnick, 1998, S. 113). Im Zuge der Untersuchungen von Kapnick (1998)
und Fast (2005) wurde Uberprift, ob Kinder, welche die Fahigkeit besitzen, mathematische

Gedankengange umzukehren, mathematisch begabt sind.

Unter der Fahigkeit zum Transfer mathematischer Zusammenhéange versteht Kapnick (1998,
S. 113) das Ubertragen von mathematischen Strukturen. Diese soll den Kindern helfen, neue,
unbekannte Probleme im Bereich der Mathematik zu l6sen. Jene Fahigkeit zeigen beispiels-
weise bereits Drittkldsslerinnen und Drittkladssler beim Ubertragen der Rechenstrategien vom
Zahlenraum 100 in den Zahlenraum 1 000. Genauso sind sie durch diese Fahigkeit in der Lage,
heuristische Strategien wie das Gestalten von Tabellen beim Lésen von Sachaufgaben auf an-

dere, dhnliche Aufgaben zu libertragen.

Aus welchen Aspekten sich das raumliche Vorstellungsvermdgen zusammensetzt, wurde be-
reits im obigen Text, in der Anlehnung an Devlin (2003) und Bardy (2007), beschrieben. Ein
Raumvorstellungsvermogen wird nicht nur im Bereich der Geometrie benétigt, sondern auch
bei Problemldseaufgaben im algebraisch-arithmetischen Bereich. Daher erscheint Kapnick
(1998, S. 114f) die raumliche Vorstellungskraft umso wichtiger.
Die inhaltlichen Aspekte des rdumlichen Vorstellungsvermégens sind speziell fiir mathemati-
sche Erkenntnisprozesse von Grundschiilern wichtig, weil sie derartige Zusammenhdnge hdufig
erst mittels gegenstdndlich-praktischer Handlungen oder Veranschaulichungen erfassen kén-
nen, dann beim notwendigen Wechseln der Reprdsentationsebenen bildliche Darstellungen

speichern und mit diesen Vorstellungsbildern gedanklich operieren miissen. (Kapnick, 1998, S.
115)
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Fast (2005, S. 39) schreibt hierzu noch, dass algebraisch-arithmetische Sachverhalte raumlich-
vorstellungsmaRig als auch begrifflich-abstrakt wiedergegeben werden kénnen. Manche Kin-
der kénnen so zum Beispiel ein Problem auf der begrifflich-abstrakten Ebene nicht I16sen, ver-
anschaulichen sie das Problem jedoch, kénnen sich individuelle L6sungsmoglichkeiten erge-

ben.

Die mathematische Begabung konnte sich letztendlich auch aus der Spieltatigkeit der Grund-
schiilerinnen und Grundschiiler bilden. Geistigen Aktivitaten von Dritt- und Viertklasslerinnen
und -kldsslern beinhalten oft auch den spielerischen Umgang mit Zahlen und Formen. Sie han-
deln haufig auf vielfiltige Weise, ohne lange nachzudenken, und mit viel Fantasie (vgl.
Kapnick, 1998, S. 115).

2.2.3 Definition einer mathematischen Begabung

Fast (2005, S. 27) beschreibt zwei unterschiedliche Positionen nach Gardner (1991, S. 130ff)
und Spearman (1927 zit. nach Fast, 2005, S. 27ff) in Bezug auf den Begabungsbegriff in der
Mathematik. Gardner meint, dass nur durch eine spezifische Intelligenz hohe mathematische
Leistungen erbracht werden kdnnen. Spearman wiederum ist der Meinung, dass Menschen in
allen Bereichen intelligent sein missen, ohne dabei in einem bestimmten Bereich besondere

Leistungen zu zeigen.

Diese beiden verschiedenen Ansichten, um mathematische Begabung zu erkldren, kénnen in
drei Modelle unterteilt werden. Das erste Modell besagt, dass die spezifisch mathematischen
Fahigkeiten hoch ausgepragt sind. Das bedeutet, dass die Intelligenz, die gezeigt wird, nur im
Bereich der Mathematik gilt. So misste es, dieser Ansicht nach, Menschen geben, die in der
Mathematik hohe Leistungen erbringen, in allen anderen Lebensbereichen jedoch nur durch-
schnittliche bis unterdurchschnittliche. Das zweite Modell beschaftigt sich mit einer hohen
Auspragung der allgemein intellektuellen Fahigkeiten in Kombination mit spezifisch mathema-
tischen Fahigkeiten. Im dritten Modell wird beschrieben, dass lediglich die allgemein intellek-
tuellen Fahigkeiten eine hohe Auspragung aufweisen. Die ersten beiden Modelle bend6tigen
eine eigene mathematische Intelligenz. Beim dritten Modell wird mathematische Leistung

durch die Anwendung allgemein intellektueller Fahigkeiten in der Mathematik erklart.

Auf diese drei Ansichten wird nun im Folgenden genauer eingegangen. Neben diesen verschie-
denen Sichtweisen iber mathematische Begabung beschreibt Kapnick (1998, S. 76ff) weiters
kognitionspsychologische Theorieansatze und soziologische Aspekte einer mathematischen

Begabung. Auch diese werden im nachfolgenden Text genauer erlautert.
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Mathematische Begabung als bereichsspezifische Intelligenz

Vertreter des ersten Modells sind Van der Meer (1985, S. 233) und Gardner (1991, S. 130ff).
Van der Meer ist der Meinung, dass eine spezifische mathematische Begabung vorhanden sein
kann, wenn sich subjektive Denkstrukturen an objektive Problemstrukturen anpassen. Fir
eine mathematische Begabung missen die subjektiven Denkstrukturen passen, denn genau
diese guten Passungen bezeichnet die Autorin als mathematische Begabung. Gardner spricht
von logisch-mathematischer Intelligenz. Diese befahigt Menschen dazu, ,durch Abstraktionen
Ahnlichkeiten, Muster, Gemeinsamkeiten zwischen Dingen zu erkennen, sowie [...] mit Zahlen,
Mengen und mentalen Operationen umzugehen.” (Fast, 2005, S. 28) Bei der Entwicklung die-
ser Intelligenz vom Kindesalter an steht aber nicht immer nur das Verstandnis gegentiber Zah-
len im Vordergrund, sondern auch das allgemeine Erkennen und Verstehen von RegelmaRig-
keiten und Mustern. Laut Fast (2005, S. 29) weisen mathematisch begabte Menschen die Fa-
higkeit auf, die Problematik eines bestimmten Themas zu verstehen, indem sie beurteilen,
welche Informationen fiir die Bearbeitung und Losung des Problems relevant oder irrelevant
sind. Des Weiteren bendtigen begabte Menschen fiir Fast (2005, S. 39) einen gewissen Mut,
um sich schwierigen, mathematischen Problemen zu widmen, bei denen die Zeit der Bearbei-
tung ungewiss ist. In Folge dessen ist das schnelle Denken bei der Losungsfindung umso wich-
tiger. Die Autorin beschreibt weiters, dass mathematisch begabte Personen den Umgang mit
langen Beweisketten beherrschen missen und in weiterer Folge Theorien aufstellen, die von
einfachen Bedingungen hergeleitet wurden. Die Losung des Problems muss schliel3lich logisch,
klar und konsistent sein. Auch Bardy (2007, S. 45) erwéahnt, dass Intelligenzforscherinnen und
Intelligenzforscher bereichsspezifische Konzeptionen entwickelt haben, die dem ersten Mo-
dell entsprechen. Unter anderem nennt er das multiple Intelligenzmodell nach Gardner (1991,
S. 77ff). In diesem Modell geht Gardner davon aus, dass mehrere, intellektuelle Kompetenzen
vorhanden sind, die er menschliche Intelligenzen nennt. Diese werden mithilfe von sieben In-
telligenzen beschrieben, die als Grundlage jeder Leistung dienen. Im folgenden Abschnitt wer-
den sie kurz beschrieben:

o Sprachliche Intelligenz: Sprachlich intelligente Menschen sind sensibel gegeniber

Wortbedeutungen und verfiigen iber hohe, sprachliche Gedachtnisleistungen.

o Logisch-mathematische Intelligenz: Menschen mit einer logisch-mathematischen In-

telligenz haben ausgepragte, mathematische Denkfahigkeiten.

o Raumliche Intelligenz: Raumlich intelligente Personen haben eine gute Raumwahrneh-

mung und verfligen iber rdumliches Denken.
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o Korperlich-kinasthetische Intelligenz: Dabei besitzt der intelligente Mensch psychomo-
torische Fahigkeiten, die fiir hohe Leistungen im Bereich Sport oder Tanz benétigt wer-

den.

o Musikalische Intelligenz: Musikalisch intelligente Personen haben beim Komponieren

und Musizieren eine besonders hohe Begabung.

o Intrapersonale Intelligenz: Hierbei kdnnen Personen ihre eigenen Empfindungen gut

einschatzen.

o Interpersonale Intelligenz: Diese Intelligenz beschreibt die Fahigkeit, seine Mitmen-

schen differenziert wahrnehmen zu kénnen.

Eine mathematische Begabung wird in diesem Modell von Gardner mit der logisch-mathema-

tischen Intelligenz beschrieben.

Kapnick (1998, S. 72) erlautert verschiedene Fahigkeiten, die mathematisch begabte Men-
schen aufweisen missen. Zuallererst sollen sie flexibel mit Regeln der Logik umgehen und in
weiterer Folge mathematische Sachverhalte aufnehmen und speichern kénnen. Weiters sol-

len sie fahig sein, Muster zu erkennen und Probleme zu I6sen.
Mathematische Begabung als ein Zusammenspiel mit hoher allgemeiner Intelligenz

Das zweite Modell besagt, wie bereits erwadhnt, dass herausragende mathematische Fahigkei-
ten nur in der Kombination mit einer allgemein hohen Intelligenz auftreten kénnen. Birx, Wag-
ner, und Wieczerkowski (1938, S. 217ff) vertreten die Auffassung des zweiten Modells. Uber-
durchschnittliche Intelligenz sei zwar keine hinreichende, aber dennoch eine notwendige Be-
dingung flr herausragende mathematische Leistungen. Auch Renzulli (1993, S. 217f) ist ein
Vertreter dieses Modells. Er hat das Drei-Ringe-Modell entwickelt, bei dem drei Merkmale fiir
eine Begabung im Zusammenspiel stehen. Uberdurchschnittliche Fahigkeiten, Kreativitit und
die Aufgabenverpflichtung seien demnach notwendig, um hohe mathematische Leistungen
erbringen zu kdnnen. Uberdurchschnittliche Fahigkeiten beschreiben unter anderem ein aus-
gepragtes, raumliches Vorstellungsvermogen und rdaumliches Denken. Der Begriff Kreativitdt
wird meist in Zusammenhang mit einer geistigen Begabung gebracht. Sie stellt eine Form des
Losungsverhaltens dar. Unter der Aufgabenverpflichtung versteht der Autor die Fahigkeit von
Menschen, sich mit einer spezifischen Aufgabe fiir einen langeren Zeitraum auseinanderset-

zen zu kénnen. Nachfolgend wird dieses Modell dargestellt.
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Abbildung 1: Drei-Ringe-Modell nach Renzulli (1993)

Mathematische Begabung als Bestandteil hoher allgemeiner Intelligenz

Beim dritten Modell kann eine Begabung nur allgemein auftreten, nicht aber in einem be-
stimmten Bereich. Dieses Modell besagt, dass keine mathematische Begabung im Spezifischen
beobachtet werden kann. 1904 beschrieb Spearman (zit. nach Fast, 2005, S. 31) einen allge-
meinen Intelligenzfaktor, den er general factor nannte und welcher als Grundlage fiir die Be-
stimmung von Intelligenzleistungen dienen sollte. Seiner Ansicht nach gabe es daher nur einen
gemeinsamen Faktor der Intelligenz und keinen spezifischen fiir den Bereich der Mathematik.
Die Grundfaktoren werden fiir das Losen von Denkaufgaben vorausgesetzt und lediglich auf
Erbanlagen zurlckgefuihrt. Kapnick (1998, S. 66) beschreibt als solche Grundfaktoren das
schnelle Erfassen von Sachverhalten, dem Klassifizieren, Abstrahieren, Strukturieren und logi-
schen Schlussfolgern fahig zu sein, Gber ein Sprachverstandnis zu verfligen, eine Gedachtnis-
fahigkeit, ein ausgepragtes, raumliches Vorstellungsvermogen oder formale Rechenfahigkei-
ten zu haben. Genauso sieht Pollmer (1992, S. 275) mathematische Begabung als eine allge-
meine, intellektuelle Hochleistung. Die Leistungen, die in anderen Bereichen als der Mathe-
matik erbracht werden, sind nur eine Auswirkung der allgemeinen Begabung, die der Mensch
aufweist. Vertreterinnen und Vertreter dieser Auffassung sind der Meinung, dass Begabungen
angeboren seien und intellektuelle Fahigkeiten mit einem Intelligenztest bereits sehr friih fest-
gestellt werden konnen. Diese Fahigkeiten durchleben kaum eine Entwicklung und kommen
meist erst im spdteren Alter bei héheren Leistungen zum Vorschein (vgl. Ménks & Ypenburg,
2005, S. 15).
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So lasst sich zusammenfassend sagen, dass das zweite Modell womoglich das am beste fun-
dierte ist. Wird eine mathematische Intelligenz erkannt, so ist diese héchstwahrscheinlich die
Auswirkung einer allgemeinen Intelligenz. Grundsatzlich nur von einer Begabung im mathe-
matischen Bereich auszugehen, ist fragwiirdig, da Vertreterinnen und Vertreter diese Ansicht

bis dato mit keinen Forschungsergebnissen belegt haben (vgl. Fast, 2005, S. 31f).
Kognitionspsychologische Theorieansdtze

Im Bereich der Kognitionspsychologie werden Prozesse, die Schiilerinnen und Schiler beim
Losen von mathematischen Problemaufgaben durchlaufen, analysiert, um so den Unterschied
zu begabten Kindern herstellen zu kénnen. Kognitionspsychologinnen und Kognitionspsycho-
logen verwenden grundsatzlich die Computer-Metapher. Dabei setzen sie das menschliche
Denken mit Begriffen, wie zum Beispiel dem Speicher, dem zentralen Prozessor oder der Ar-
beitseinheit in Relation. Diese Vorgehensweise von Psychologinnen und Psychologen unter-
scheidet sich von Intelligenzforscherinnen und Intelligenzforschern in der Herangehensweise
und im Forschungsschwerpunkt. Im Bereich der Kognitionspsychologie wurden gezielte, pro-
zessorientierte Merkmalskonstrukte fiir begabte Schilerinnen und Schiiler erarbeitet sowie
die Bedeutung geistiger Stlitzfunktionen fiir die Qualitdt von Leistungen und , die Bestimmung
individueller Denk-, Lern- und Problembearbeitungsstrategien” (Kapnick, 1998, S. 76) darge-
stellt (vgl. Kapnick, 1998, S. 76).

Basierend auf den Prozessanalysen von Grundschulkindern haben Kognitionspsychologinnen
und Kognitionspsychologen eigene Intelligenz- beziehungsweise Begabungsmodelle entwi-
ckelt. Darin haben sie Merkmale herausgearbeitet, die normal begabte Kinder von hdher be-
gabten Kindern unterscheidet. Das bekannteste Modell dazu hat Sternberg (1990, S. 96ff) ent-
wickelt. In diesem Modell werden sechs Aspekte beschrieben, in denen sich begabte Schiile-
rinnen und Schiiler von anderen, gleichaltrigen Kindern beim L6sen von komplexen mathema-
tischen Problemen unterscheiden. Diese lauten wie folgt:

o Begabte Kinder kénnen die Entscheidung dariber treffen, welche Probleme gel6st

werden miissen und finden heraus, um welches Problem es sich eigentlich handelt.
o Siesind in der Lage, weitere Losungsschritte zu planen.

o Sie kdnnen von mehreren moglichen Schritten fir sie geeignete und sinnvolle Hand-

lungsschritte auswahlen.

o Inweiterer Folge missen sich begabte Kinder fiir eine der drei Reprasentationsebenen

— sprachliche, symbolische oder bildhafte Darstellung — entscheiden kénnen.

o Sie konnen ihre Aufmerksamkeit vollkommen dem mathematischen Problem zuwen-

den.
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o Letztlich werden die verschiedenen Losungsansatze Uberprift.

In diesem Modell hebt Sternberg deutlich hervor, welche Kompetenzen begabte Kinder fiir
die Planung und Steuerung eines Problemldseprozesses bendtigen. Auch Kapnick (1998, S. 77)

vertritt die Ansichten des Modells nach Sternberg.

Die Erkenntnisse, die im Bereich der Kognitionspsychologie erlangt wurden, sind fiir eine ma-
thematische Begabung von besonders groBBer Bedeutung, da das Problemldsen einen wichti-
gen Aspekt des mathematischen Tatigseins beschreibt. Neben Sternberg beschéftigte sich
auch Van der Meer (1985) mit Komponenten, die eine mathematische Begabung auszeichnen.

Sie nennt dabei folgende:

o Unter der Voraussetzung, dass Kinder bereits iber ein Vorwissen in Bezug auf die Ma-
thematik verfligen, nehmen begabte Schilerinnen und Schiiler Informationen wesent-

lich besser auf, als weniger begabte, denen das Wissen erst gelehrt werden muss.

o Des Weiteren kénnen begabte Kinder Problemldseaufgaben durch ihr Denken verein-

fachen und finden eine tiberschaubarere Losung fiir das Problem.

o Begabte Lernende, die Problemldseaufgaben bearbeiten sollen, wenden eine Strategie

an, die sie beim Erkennen von Analogien unterstiitzt.

o Genauso kdnnen sie elementare Operationen in der Mathematik einfacher miteinan-
der verkniipfen. Durch die hohen erbrachten Denkleistungen kommen begabte Kinder

schneller und einfacher zu einer L6sung.
Soziologische Aspekte mathematischer Begabungen

Soziologinnen und Soziologen beschaftigten sich bisher damit, die soziale Reife und auRerge-
wohnliche Fahigkeiten begabter Kinder zu beobachten und zu analysieren. Diese gehen davon
aus, dass begabte, junge Menschen eine allgemeine Begabung aufzeigen, im mathematischen
Bereich aber eine besondere Auspragung haben. Roedell, Jackson und Robinson (2000, S. 15)
stufen jene Kinder nach ihrer sozialen Reife wie folgt ein: Ihre Gliederung reicht von begabten
bis hin zu extrem begabten Schiilerinnen und Schiilern. Dabei zeigen begabte Kinder ein hohes
Potential im kommunikativen Austausch mit ihren Mitschilerinnen und Mitschiilern. Sie sind
in der Lage, ihren eigenen sozialen Status innerhalb der Klassengemeinschaft einzuschatzen
und die Bediirfnisse ihrer Klassenkolleginnen und Klassenkollegen zu erkennen und darauf
einzugehen. Die Einfihlsamkeit und das Verstandnis gegeniiber dem Verhalten anderer Kin-
der lasst sich darauf zurtickfihren, dass sie oft dieselben oder dhnliche Freizeitaktivitaten wie
Kinder, die in der Schule eher durchschnittliche Leistungen erbringen, haben. Im Gegenteil zu

begabten Grundschulkindern kénnen sich extrem begabte Lernende bei geistigen Aktivitaten
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besser konzentrieren und motorische Aktivitaten besser kontrollieren. Zumeist sind begabte
Kinder im Unterschied zu extrem begabten Kindern unter ihren Mitschiilerinnen und Mitschi-

lern beliebter und emotional stabiler.

Extrem begabte Kinder haben haufig Probleme, Freundschaften mit Klassenkolleginnen und
Klassenkollegen zu schliefen und sich in das Klassengeschehen einzubringen. Sie neigen be-
reits sehr frih dazu, geistig besonders aktiv zu sein. Unter geistige Aktivitaten fallen zum Bei-
spiel das Lesen eines Buches oder das Losen von Knobelaufgaben (vgl. Rost & Hanses, 1994,
S. 379ff). Weiters weisen extrem begabte Grundschulkinder eine Ungleichheit zwischen ihren
geistigen Fahigkeiten und der physischen Entwicklung auf. So zeigen extrem begabte Erstklass-
lerinnen und Erstklassler oft eine besondere Kompetenz im Bereich der Arithmetik und des
strukturellen Denkens, sie haben jedoch noch grofSe Probleme in der Motorik. Beispielsweise
sind sie noch nicht in der Lage, ordentlich zu essen oder die Schuhe zuzuschniren. Zusatzlich
zu der physischen Einschrankung neigen extrem begabte Kinder dazu, ihre eigenen korperli-
chen Fahigkeiten falsch einzuschatzen. Da sie ihr tatsachliches Konnen haufig Gberschatzen
und in Folge dessen ihren eigenen Anforderungen nicht gerecht werden kénnen, sind sie oft-
mals einer Frustration ausgesetzt (vgl. Roedell, Jackson, Robinson, 2000, S. 15). In weiterer
Folge kdnnen, laut Kapnick (1998, S. 86), extrem begabte Schilerinnen und Schiiler in ein Un-
gleichgewicht gelangen, wenn ihre geistige Reife die soziale Reife tibertrifft. Diese Kinder sind
beispielsweise nicht im Stande, ihre eigenen Bedlirfnisse oder Gefiihle ihren Mitschiilerinnen

und Mitschilern mitzuteilen.

Kapnick (1998, S. 86f) fasst abschlieRend zusammen, dass sich geistig begabte Grundschulkin-
der im Bereich der sozialen Reife, des individuellen Tatigkeitsprofils und des Selbstkonzepts
unterscheiden kdnnen. Normal begabte Schillerinnen und Schiiler sind im Umgang mit ihren
Mitschulerinnen und Mitschilern reifer und haben ein besseres Bild von sich selbst. Sie kon-
nen ihre Leistungen und ihr Wissen besser einschatzen. Extrem begabte Kinder hingegen be-
finden sich oft in einem Ungleichgewicht zwischen ihrer sozialen Reife, ihren geistigen Fahig-

keiten und ihrem physischen Fortschritt.

2.2.4 Bedeutung des Problemldsens fiir mathematisch begabte Kinder

Fuchs (2006, S. 93) beschreibt, dass Problemldsen zu den wichtigsten Merkmalen des mathe-
matischen Tatigseins zahlt. Auch Sternberg (1990) und Van der Meer (1985) sind dieser Mei-
nung, was im vorigen Kapitel bereits beschrieben wurde. Unter einem Probleml&seprozess
wird jener Prozess verstanden, der das selbststandige Arbeiten der Kinder an einem mathe-

matischen Problem beschreibt. Den Kindern wird dabei kein direkter Weg zur Lésung angebo-
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ten, denn sie sollen selbststandig durch einen langeren Losungsfindungsprozess zu einem Er-
gebnis gelangen. Problemlésen ist nicht nur flir das mathematische Tatigsein von grofier Be-
deutung, sondern auch ,fir die Entwicklung selbststandigen und kreativen Denkens, fir kom-
plexes Handeln, fur die Herausbildung sozialer Komponenten u.a.m.” (S. 93). Durch Problem-
l6seaufgaben konnen Kinder Eigenaktivitat und Selbststandigkeit entwickeln. Gerade durch
den selbststandigen Arbeitsprozess wird das problemlésende Denken der Schiilerinnen und
Schiiler gefordert. Grundsatzlich sollte im Mathematikunterricht daher der Schwerpunkt am
Prozess und nicht am Produkt liegen. Die Kinder sollen vor mathematische Probleme gestellt
werden, die sie zu l6sen versuchen sollen. Diese Probleme sollen nicht, wie bereits erwahnt,
eindeutig und rasch l6sbar sein, sondern einen Prozess der Losungsfindung durchlaufen. Dabei
sollen Lehrpersonen auf die verschiedenen Losungswege der Kinder Bezug nehmen und ge-

meinsam innerhalb des Klassenverbandes dariiber reflektieren.

Kleinkinder setzen sich in ihrem Leben standig mit dem Losen von Problemen auseinander. Sie
gelten als besonders neugierig und kommen immer wieder an Grenzen, die sie unbedingt
Uberwinden wollen.
Sie sind stets damit beschdftigt zu entdecken, wie die Dinge ihrer Umwelt funktionieren, wie
sie eigene Vorhaben umsetzen kénnen oder wie sie bei ihnen nahe stehenden Personen ihre

Wiinsche und Vorstellungen durchzusetzen vermégen. Das Tun von Kindern ist also im hohen
Mafe Problemlésen. (Fuchs, 2006, S. 95)

Kleinkinder gehen oft sehr offen, spontan und mit viel Fantasie an mathematische Probleme
heran und entwickeln dadurch sehr unterschiedliche, individuelle Losungswege. Diese Offen-
heit lasst darauf zurlickfiihren, dass ihnen die Grenzen zwischen unterschiedlichen Bereichen
noch nicht so bewusst sind, weshalb sie eher dazu bereit sind, diese zu lGiberschreiten. Des
Weiteren sind sie nicht darauf aus, nur eine mogliche Erklarung fiir ein Problem zu finden.
Widerspriiche oder Unwahrheiten, die sich im Zuge des Problemldseprozesses ergeben, hal-

ten Kinder nicht davon ab, weiterzuarbeiten (vgl. Fuchs, 2006, S. 96).

Ob und wie Grundschilerinnen und Grundschiler eine Problemléseaufgabe bewaltigen kon-
nen, hangt, laut Fuchs (2006, S. 96ff), von mehreren Aspekten ab. Einerseits ist ein gewisses
Faktenwissen, andererseits sind aber auch grundlegende, fachliche Fahigkeiten, bezogen auf
den jeweiligen Inhalt der Aufgabenstellung, notwendig. Genauso miissen Schilerinnen und
Schiiler Uber allgemeine Denkkompetenzen wie strategisches, flexibles oder vernetztes Den-
ken und liber eine gewisse Anstrengungsbereitschaft, Selbststandigkeit, Ausdauer oder Krea-
tivitat verfligen. Setzen sich begabte Kinder aktiv mit solchen Problemldseaufgaben auseinan-
der, werden gerade diese Kompetenzen geférdert und verbessert. Problemldsen zahlt daher
zu einer anspruchsvollen, aber sehr vielfaltig wichtigen Tatigkeit. Bei Problemléseaufgaben

konnen vor allem mathematisch begabte Grundschiilerinnen und Grundschiiler motivierende



2 Definition des Begabungsbegriffs 31

Entdeckungen machen und ihrer Kreativitdat und ihren unterschiedlichen Denkweisen freien
Lauf lassen. Durch diese Aufgaben kdnnen potentiell begabte Dritt- und Viertkldsslerinnen und
-klassler eigene Losungswege ausprobieren sowie eigene Regeln und Methoden des Prob-
leml6sens entwickeln. Genauso werden dadurch ihre sozialen Kompetenzen gefdrdert, da sie
mathematische Probleme auch gemeinsam bearbeiten kénnen. Den Kindern bleibt die Ent-
scheidung selbst lberlassen, wie sehr sie sich mit der Thematik einer Probleml6seaufgabe
auseinandersetzen. Somit wird auch die Selbststandigkeit gefordert. Die genannten Aspekte

betreffen die Auswirkungen von Problemldseaufgaben im Bereich der Padagogik.

Neben den padagogischen Aspekten, die bereits genannt wurden, spielen, laut Fuchs (2006,
S. 96ff), auch die psychologischen eine relevante Rolle im Leben potentiell begabter Kinder.
Bei Problemldseaufgaben konnen diese Kinder auf ihre subjektiven Erfahrungen zuriickgreifen
und das Problem mit ihrem Vorwissen bearbeiten. Sie kdnnen des Weiteren selbst auswahlen,
welche Strategien sie als Unterstitzung anwenden, welche Hilfsmittel sie benétigen und wie
sie ihre Losungen darstellen. Gemeinsam mit Mitschilerinnen und Mitschilern kénnen sie
ihre Losungswege weiterentwickeln, vergleichen, ausprobieren oder wieder verwerfen. Beim
Problemldsen steht also im Vordergrund, erfolgreich zu lernen, aber auch soziale und mathe-

matische Kompetenzen zu entwickeln.

Grundsatzlich lassen sich die bereits genannten Aspekte im Bereich der Padagogik und der
Lernpsychologie nach Fuchs (2006, S. 96ff) auf zwei Fahigkeiten zusammenfassen. Die Fdhig-
keit des Problemlésens fiir die Entwicklung mathematischer Kompetenzen fordert die Kinder
im selbststandigen Analysieren und Strukturieren von mathematischen Sachverhalten. Be-
gabte Schiilerinnen und Schiiler kbnnen zwischen unterschiedlichen, mathematischen The-
men inhaltliche Beziehungen herstellen und diese auch nutzen. AuBerdem werden sie durch
solche Aufgaben zum selbststdandigen Entwickeln von Losungsansatzen unter der Verwendung
von heuristischen Strategien angeregt. Sie entwickeln die Fahigkeit, zwischen den drei Repra-
sentationsebenen ikonisch, enaktiv und symbolisch zu wechseln. Sie lernen mithilfe von Prob-
leml6seaufgaben, mathematische Beziehungen zu beschreiben, zu begriinden und richtig dar-
zustellen. Letztendlich werden sie fahig, ihre verschiedenen Losungsansatze miteinander zu

vergleichen und ein Grundverstiandnis von mathematischem Handeln zu entwickeln.

Die Fdhigkeit des Problemldsens fiir die Entwicklung allgemeiner Kompetenzen beinhaltet die
Forderung allgemeiner Kompetenzen des Denkens, wie zum Beispiel des flexiblen, vernetzten
oder strategischen Denkens. Genauso wird dabei die Férderung allgemeiner Persdnlichkeits-
gualitdten angesprochen. Darunter fallen die Selbststandigkeit, Kreativitat, soziale Kompeten-

zen und viele mehr.
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Wegen der beiden genannten Fahigkeiten zahlt das Problemldsen nicht grundlos ab der ersten
Klasse Volksschule zu einer der wichtigsten Ziele im Mathematikunterricht. Problemldseauf-
gaben sollten demnach nicht nur bei potentiell begabten Grundschiilerinnen und Grundschii-

lern, sondern auch bei allen anderen Kindern eingesetzt werden.
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3 Diagnose einer mathematischen Begabung

Die Begrifflichkeiten in Bezug auf Begabung wurden in den vorigen Kapiteln einander gegen-
Ubergestellt. Nun liegt der Schwerpunkt darauf, eine mathematische Begabung zu diagnosti-
zieren. Hohe mathematische Leistungen sind aufgaben- und situationsabhangig, weshalb be-
gabte Schiilerinnen und Schiiler diese nicht immer zeigen. Um eine mathematische Begabung
zu diagnostizieren, ist eine langerfristige Beobachtung bei Problemldseaktivitaten der Schiile-

rinnen und Schiler notwendig (vgl. Bauersfeld, 2006, S. 84f).

3.1 Relevanz der Diagnose einer mathematischen Begabung

Heller (2000, S. 243ff) nennt zwei wichtige Aufgaben der Diagnose einer mathematischen Be-
gabung: die Einzelfalldiagnose, die als , Beratungsgrundlage der erzieherischen Pravention
und erforderlichenfalls padagogisch-psychologischen Intervention” (S. 243) gilt und die Ta-
lentsuche, die ,als Funktion der Begabungsférderung und als Forschungsbeitrag” (S. 243) die-
nen sollte. Einzelfalldiagnosen werden benétigt, um individuelle Probleme im Verhalten, in
der Leistung, im sozialen Bereich oder in der Erziehung aufzuklaren und in weiterer Folge zu
verbessern. So kann zum Beispiel eine fehlende Diagnose eines begabten Kindes dazu fihren,
dass das Kind aufgrund der stéandigen Unterforderung im Unterricht und des falschen Verhal-
tens von Lehrpersonen gegeniiber begabten Schiilerinnen und Schiilern die vorher genannten
Probleme zeigt. Die Talentsuche fiir spezielle Forderprogramme ist notwendig, da jedes ein-
zelne Kind eine optimalen Begabungs- und Entwicklungsférderung benétigt. Des Weiteren
stellen die Anspriiche der Gesellschaft einen wichtigen Aspekt dar, eine Begabung bei einer
Lernenden oder einem Lernenden zu diagnostizieren, um sie so gezielt férdern zu kdnnen.
Neben der Funktion als Begabungsforderung hat die Talentsuche auch noch die Aufgabe, ei-
nen Forschungsbeitrag zu leisten. Die Teilnahme an Forschungsveranstaltungen von begabten
Schiilerinnen und Schilern kann lediglich freiwillig erfolgen. Begabte Kinder, die sich freiwillig
wissenschaftlich untersuchen lassen, tragen schlieRlich auch einen wesentlichen Teil zu neuen

Erkenntnissen in der Begabungsforschung bei.

Bardy (2013, S. 94) sieht auch die Talentsuche und die Einzelfalldiagnose als die beiden wich-
tigsten Funktionen von Begabung. Ihm erscheint von grofler Bedeutung, eine Begabung zu
diagnostizieren, um die notwendigen Ressourcen fiir die Forderung dieser zu erhalten. Ge-
nauso werden Begabungen von der Gesellschaft gefordert, was wiederum fiir das Selbstbe-
wusstsein des begabten Kindes wichtig ist. Durch die Férderung kénnen sich Kinder, die be-
sonders hohe Leistungen zeigen, selbst verwirklichen. Die hohe Relevanz der Diagnose einer

Begabung und die weiterflihrenden Mallnahmen werden in der Praxis vor allem dann klar,
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wenn eine begabte Schiilerin oder ein begabter Schiiler wahrend des Unterrichts auffalliges

Verhalten zeigt, weil sie oder er unterfordert ist.

Um eine Begabung und vor allem eine mathematische Begabung bei Lernenden im Grund-
schulalter feststellen zu kdnnen, werden unterschiedliche Diagnoseinstrumente benotigt, um
so moglichst viele Informationen zu erhalten. Dabei ist flr Lehrpersonen und Erziehungsbe-
rechtigte wichtig, auch die Beratungslehrpersonen und Schulpsychologinnen und Schulpsy-
chologen einer Schule miteinzubinden und als Unterstiitzung einzusetzen (vgl. Bardy, 2013, S.
95).

Um eine mathematische Begabung und die damit verbundenen Fahigkeiten, die mathema-
tisch begabte Grundschilerinnen und Grundschiiler besitzen, optimal zu férdern, ist in erster
Linie wichtig, die Denkprozesse und Losungsstrategien, welche jene Kinder bei mathemati-
schen Problemen anwenden, zu verstehen. Lehrerinnen und Lehrer miissen sich intensiv mit
den Lernprozessen dieser Kinder auseinandersetzen. Neben den Indikatoraufgaben, die in 3.4
beschrieben werden, machen Lehrerinnen- und Lehrer- oder Elternbefragungen, Beobachtun-
gen wahrend des Problemltseprozesses, das Analysieren von persdnlichen Eigenschaften und
das Miteinbeziehen von Umweltvariablen, wie zum Beispiel das soziale Umfeld des Kindes, die
Diagnose eines potentiell begabten Kindes komplett. Die mathematische Begabung einer
Schiilerin oder eines Schiilers zu diagnostizieren, macht allerdings nur Sinn, wenn im Anschluss

an die Diagnose eine Forderung stattfindet (vgl. Fast, 2005, S. 65).

3.2 Maoglichkeiten und Probleme der Diagnose einer mathematischen Bega-

bung

Ob Grundschiilerinnen und Grundschiler liberhaupt anhand spezifischer Merkmale als begabt
bezeichnet beziehungsweise diagnostiziert werden kénnen, beschreibt Kapnick (1998, S. 97)
als schwierig. Stellen Forscherinnen und Forscher diesbezlglich allerdings doch Versuche an,
so sei wichtig, die Lernprozesse von Kindern der dritten und vierten Schulstufe zu beobachten,
um so einen Merkmalskatalog erstellen zu kénnen. Im Sekundarstufenalter gidbe es mehrere,
unterschiedliche Merkmalssysteme, die auf begabte Kinder zutreffen. Diese kdnnen jedoch
nicht flr Schilerinnen und Schiiler der Primarstufe bernommen werden. Im Folgenden wer-
den Argumente beschrieben, die gegen die Moéglichkeit einer genauen Merkmalsbestimmung

flir Grundschilerinnen und Grundschiiler sprechen.
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Zuallererst beschreiben Kapnick (1998, S. 97) sowie Heller (1996, S. 12), dass die Diagnose
einer mathematischen Begabung im Grundschulalter grundsatzlich problematisch sei, da
dadurch die Gefahr bestehe, nur die Begabung im Bereich der Mathematik zu férdern, wah-
rend andere potentielle Férderbereiche auler Acht gelassen werden. Des Weiteren bezeich-
nen die beiden Autoren die Diagnose und Forderung einer Begabung im zu frihen Alter als
wenig sinnvoll, da begabte Lernende im Grundschulalter ohnedies ihren eigenen Weg gehen

und in diesem jungen Alter noch nicht darauf angewiesen seien, ihre Begabung zu fordern.

Genauso sind Kapnick (1998, S. 98) und Sprengel (1988, S. 61ff) der Meinung, dass der Zeit-
raum, der bendtigt wird, um sich als begabte Grundschiilerin oder begabter Grundschiiler zu
entfalten, langer dauert und daher nicht beziehungsweise nur mit einer geringen Wahrschein-
lichkeit im Grundschulalter bestimmt werden kann, ob ein Kind begabt ist. In diesem Zusam-
menhang fehle diesen Kindern haufig noch das Wissen, das sie brauchen, um im Bereich der
Mathematik produktiv tatig zu sein. Sie kdnnen allgemein-geistige Tatigkeiten, wie zum Bei-
spiel das Abstrahieren, das Verallgemeinern, das Strukturieren oder das logische Schlussfol-
gern, noch nicht so ausfiihren, wie dies begabte Kinder der Sekundarstufe bewaltigen.
Kossakowski (1987, S. 210) argumentiert hierzu, dass die analytisch-synthetische Tatigkeit der
Schiilerinnen und Schiiler einer Primarstufe noch stark an anschauliche Darstellungen und tat-
sachliche Handlungen gebunden sei. Bezogen auf das logische Schlussfolgern ziehen begabte
Kinder ihre Schlisse durch Erkenntnisse, die sie handelnd gemacht haben. Erst mit fortlaufen-

dem Alter kbnnen mathematische Erkenntnisse auch auf abstrakte Weise erfolgen.

Abgesehen von den mathematischen Tatigkeiten, die bei Grundschiilerinnen und Grundschii-
lern noch nicht so ausgepragt sind, wie sie bei Kindern aus der Sekundarstufe sind, fehlen
ihnen auch noch Personlichkeitsmerkmale wie das Interesse und die Selbststandigkeit. Ler-
nende der Primarstufe sind grundsatzlich zwar sehr wissbegierig und interessiert, diese Inte-
ressen kénnen aber noch nicht eindeutig zugeordnet werden und sind daher standig im Pro-

zess der Veranderung (vgl. Kossakowski, 1987, S. 226).

Die oben angefiihrten Argumente, die gegen spezifische Merkmale einer begabten Schiilerin
oder eines begabten Schiilers sprechen, kénnen jedoch auch wiederlegt werden. So ist nicht
immer sicher, dass begabte Kinder in der Grundschule den fiir sie richtigen Weg einschlagen.
Kapnick (1998, S. 99) beschreibt, dass jene Kinder im Unterricht haufig unterfordert sind und
dadurch auch im Bereich des Sozialen Probleme aufweisen. So zeigen diese Grundschlerin-
nen und Grundschiiler beispielsweise oft, dass ihnen im Regelunterricht langweilig ist. Beim
Losen von Problemaufgaben weisen sie hingegen groRes Interesse auf und kénnen sich voll
und ganz den Aufgaben hingeben. Obwohl jene Kinder im Fachgebiet keine Probleme haben,

stellt sich jedoch immer wieder heraus, dass sie Schwierigkeiten dabei haben, sich mit ihren
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Mitschilerinnen und Mitschilern anzufreunden und sich in die Klassengemeinschaft zu integ-
rieren. Diese Beschreibungen zeigen, dass eine friihzeitige Diagnose einer Begabung folglich

eine einseitige Personlichkeitsentwicklung hervorrufen kann.

Dass die ldentifizierung einer mathematischen Begabung im Grundschulalter relativ schwierig
ist, streitet auch Kapnick (1998, S. 102) nicht ab. In diesem Zeitraum kann eine mathematische
Begabung nur mit einer geringen Wahrscheinlichkeit festgestellt werden. Trotzdem betrach-
tet der Autor eine Bestimmung der Begabung mithilfe spezifischer Merkmale nicht als unmaog-
lich oder sinnlos. Denn in der Entwicklungspsychologie wird beschrieben, dass sich das Niveau
von allgemeiner Intelligenz schon mit circa elf Jahren festigt. Daher verandert sich der Rang-
platz, den begabte Kinder hinsichtlich ihrer Intelligenz einnehmen, nicht mehr stark (vgl. Oer-
ter, 2008, S. 280). Diese Erkenntnis lasst sich vor allem durch die Erbanlagen und den Einfluss

der Schule in den ersten Schuljahren erklaren.

Dass Grundschiilerinnen und Grundschuler grundsatzlich kaum Gber ein fachspezifisches Wis-
sen verfligen und daher auch nicht mathematisch begabt sein kénnen, streitet Van der Meer
(1986, S. 77f) ab. Denn jene Leistungen, die sie bei Aufgaben zeigen, bei denen das selbststan-
dige Entdecken oder das Erkennen und Nutzen von mathematischen Zusammenhangen im
Vordergrund steht, widersprechen dem Argument. Die Autorin ist der Meinung, dass vor allem
eine mathematische Begabung besonders friih diagnostiziert werden kann. Sie beschreibt,
dass viele bedeutende Mathematiker jlinger als 30 Jahre alt waren, als sie zu ihren wichtigsten
Erkenntnissen gelangt sind. Des Weiteren geht sie davon aus, dass Kinder bereits im Grund-
schulalter hohe Leistungen erbringen konnen. Diese zeigen sie vor allem bei Aufgaben, bei
denen sie auf ihr erworbenes Wissen zurlickgreifen und operative Prozesse durchlaufen mus-
sen. In der Mathematik ist damit gemeint, dass sie Strukturen und Beziehungen von einer Si-

tuation auf eine andere Ubertragen kénnen.

Obwohl Kritikerinnen und Kritiker davon ausgehen, dass sich das grol3e Interesse von Grund-
schilerinnen und Grundschiilern fiir die Mathematik im Laufe der Zeit schlagartig andern
kann, spricht auch hierfiir wieder Einiges dagegen. Kapnick (1998, S. 105) konnte in einem
Projekt, das sich mit der Forderung von begabten Kindern beschaftigte, zeigen, dass ungefahr
90% der teilnehmenden Schilerinnen und Schiller regelmaRig an Férderstunden teilnahmen
und ihr Interesse gegeniliber der Mathematik aufrechterhalten blieb. Diese Kinder beschaftig-
ten sich mit Problemléseaufgaben, die innerhalb der Férderstunden bearbeitet wurden, teil-
weise noch in ihrer Freizeit. Um nun spezifische Merkmale fiir eine mathematische Begabung
festzulegen, ist wichtig, die geistigen Aktivitdaten und die Personlichkeit dieser Kinder zu be-

ricksichtigen.
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Zusammenfassend schreibt Kapnick (1998, S. 105), dass es schwierig sei, Merkmale fir be-
gabte Kinder herauszuarbeiten, da das Erkennen einer mathematische Begabung von Grund-
schiilerinnen und Grundschiilern einen langeren Zeitraum fiir die vollige Entfaltung durchlau-
fen muss, die Kinder haufig noch nicht Gber die mathematischen Fahigkeiten des Abstrahie-
rens oder Verallgemeinerns verfligen und sich ihre Interessen meist erst im Grundschulalter
entwickeln und spezifischer werden. Trotzdem halt der Autor eine Erforschung von personli-
chen Merkmalen begabter Kinder fiir sinnvoll, da dadurch auf wissenschaftlicher Basis ein Ver-
standnis gegenliber der Komplexitdt von Begabungen aufgebaut werden kann. Dies kann auch
dazu flihren, dass etwaige Entwicklungsprobleme begabter Schiilerinnen und Schiiler vermin-

dert beziehungsweise im besten Fall sogar vermieden werden kénnen.

Zusatzlich zu der Verminderung der Entwicklungsprobleme sieht Kapnick (1998, S. 106) in der
Erforschung von mathematisch begabten Grundschiilerinnen und Grundschiilern den Vorteil,
genaue Erkenntnisse zu deren mathematischen Leistungen zu erlangen. AuBerdem gewahrt
die Erforschung einen Einblick in mathematische Lernprozesse von Kindern der Primarstufe.
So kénnen zum Beispiel verschiedene Interessen und Persoénlichkeitseigenschaften beobach-
tet werden. Genauso kénnen Forscherinnen und Forscher durch die Beobachtung spezifischer
Merkmale begabter Schiilerinnen und Schiiler Ideen fiir die Auseinandersetzung mit mathe-
matischen Inhalten entwickeln. Dadurch kénnen Aufgabenbeispiele entstehen, die auch in-

nerhalb des Mathematikunterrichts eingesetzt werden.

Wie bereits erwahnt, ist die Merkmalsbestimmung nur auf Schiilerinnen und Schiiler der drit-
ten und vierten Klasse der Primarstufe beschrankt, da Kinder im Grundschulalter eine grof3e
Entwicklung in Bezug auf ihre Interessen und ihre Lebensweise durchlaufen miissen. Daher
kénnen Entwicklungsniveaus von Kindern aus der ersten und zweiten Klasse nicht mit denen
der Dritt- und Viertklasslerinnen und -kldssler gleichgesetzt werden. Vor allem die Lerntatig-
keit ist bei diesen zwei Altersstufen sehr unterschiedlich. Beim Einstieg in die Grundschule ist
die Tatigkeit der Kinder stark auf praktische, gegenstandliche Handlungen beschrankt. Kinder
dieser Altersstufe bendtigen fiir das mathematische Verstandnis bildliche Vorstellungen.
Schiilerinnen und Schiiler der dritten und vierten Schulstufe hingegen arbeiten mithilfe von
theoretischen Begriffen schon starker auf der sprachlichen Ebene (vgl. Kapnick, 1998, S. 106f).
Genauso sind die geistigen Tatigkeiten der Grundschilerinnen und Grundschler einer starken
Entwicklung unterlegen. Kinder werden im Laufe der Grundschule vor allem ab der dritten
beziehungsweise vierten Klasse dabei unterstilitzt, Rechenoperationen von geistigen Tatigkei-
ten mithilfe der Schriftsprache und mathematischer Symbole auszufiihren (vgl. Kossakowski,

1987, S. 220). Aufgrund dessen sind Grundschilerinnen und Grundschiler der dritten und
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vierten Klasse in der Lage, sich theoretische Begriffe und relevante Begriffssysteme anzueig-
nen. So lernen sie beispielsweise Begriffe wie Multiplikator, Multiplikand, Produkt, Divisor, Di-
vidend oder Quotient (vgl. Kapnick, 1998, S. 107). Weiters beschreibt Kossakowski (1987, S.
226), dass die Interessensauspragung der Erstkldsslerinnen und Erstkldssler sehr vielféltig ist.
Dies liegt unter anderem daran, dass ihre Wissbegierde und die Offenheit, die sie gegeniiber
Neuem zeigen, besonders grol sind. In den ersten beiden Schuljahren wechseln die Kinder
ihre Interessen noch recht haufig. Ab der dritten Schulstufe zeigen sie jedoch eine bestimmte
Tendenz zu spezifischen Bereichen, wie beispielsweise zur Umwelt oder Mathematik. Dadurch

kann eine intensivere Auseinandersetzung mit diesen Bereichen stattfinden.

3.3 Merkmale von mathematisch begabten Grundschulkindern

Viele Eltern, aber auch Lehrerinnen und Lehrer stellen sich haufig die Frage, woran ein mathe-
matisch begabtes Kind erkannt wird. Kapnick (1998) hélt dabei folgende grundlegende Per-
sonlichkeitseigenschaften, die potentiell begabte Grundschilerinnen und Grundschiler aus
einer dritten oder vierten Klasse aufweisen kénnen, fest: ,eine hohe geistige Aktivitat, intel-
lektuelle Neugier, Anstrengungsbereitschaft und Leistungsmotivation, Freude am Probleml6-
sen, Konzentrationsfahigkeit, Beharrlichkeit, Selbststandigkeit und Kooperationsfahigkeit.” (S.
118) Auch diese personlichen Eigenschaften kdnnen, wie die mathematikspezifischen Fahig-
keiten, die bereits in 2.2.2 erlautert wurden, von Kind zu Kind unterschiedlich ausgepragt sein.
Genauso sind sie oft eng miteinander verbunden. So kénnen zum Beispiel strukturell den-
kende Schiilerinnen und Schiiler bereits komplexe, mathematische Sachverhalte verstehen
und im Gedachtnis speichern. Dies gelingt ihnen, weil sie bereits wahrend der Informations-
aufnahme Strukturen bilden. Dafiir wird wiederum eine gewisse Konzentrationsfahigkeit be-
notigt. Andere Kinder hingegen haben zwar beim Bilden von Strukturen Schwierigkeiten, zei-

gen jedoch eine sehr groRe Beharrlichkeit (vgl. Kdpnick, S. 118).

3.3.1 Merkmalskatalog fiir Erziehungsberechtige

Im folgenden Text werden Merkmalskataloge fir Erziehungsberechtigte genauso wie fiir Lehr-
personen vorgestellt, die sie bei der Identifikation von begabten Schiilerinnen und Schiilern
unterstitzen sollen. Diese sind wissenschaftlich allerdings nicht vollkommen belegt, sondern
sollen lediglich als Anhaltspunkte dienen. Begabungsforscherinnen und Begabungsforscher
kritisieren, dass diese Merkmalslisten haufig nur aus Verallgemeinerungen von Einzelfallen
entstanden seien. Genauso sind die Merkmale oft so formuliert, dass sie durchaus auf jede
Schiilerin oder jeden Schiiler und nicht nur auf begabte Kinder zutreffen kdnnten. Werden

jene Aspekte bei der Identifizierung einer mathematischen Begabung bericksichtigt, konnen
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die beiden folgenden Merkmalskataloge Eltern oder Lehrerinnen und Lehrer darauf aufmerk-

sam machen, dass ein Kind begabt sein konnte (vgl. Bardy, 2007, S. 96).

Obwohl Kapnick (1998) vorschlagt, eine Begabung erst bei Kindern der dritten oder vierten
Klasse Grundschule festzustellen, beziehen sich folgende Merkmale nach Ménks und Ypen-
burg (2005, S. 41ff) auf Kinder ab ungefdhr zwei Jahren. So kénnen Kinder als begabt bezeich-
net werden, wenn sie beispielsweise schon frih intellektuelle Interessen haben. Sie sind an-
deren, gleichaltrigen Kindern in Bezug auf die Entwicklung voraus. Genauso kdnnen sie beson-
ders wissbegierig sein. Dass Kinder alles hinterfragen und haufig Warum-Fragen stellen, zeigt
sich normalerweise im Alter von drei Jahren. Bei begabten Kindern fallt dies jedoch schon viel
friiher auf und halt auch fiir einen langeren Zeitraum an. Weiters neigen begabte Kinder dazu,
besonders leicht und schnell zu lernen. Sie haben viel Energie und werden kaum mide. Bei
der Bewadltigung von Aufgaben kénnen sie sehr konzentriert arbeiten und sich auch mit meh-
reren Aufgaben gleichzeitig auseinandersetzen. lhr Gedachtnis ist besonders leistungsfahig.
Des Weiteren haben jene Schiillerinnen und Schiiler oft viele, unterschiedliche Interessen und
einen aullergewodhnlichen Sinn fir Humor. Genauso wollen sie immer perfektionistisch han-
deln. Diese Haltung ist vermutlich auch so stark ausgepragt, da begabte Kinder haufig erst
recht spat zu sprechen beginnen, dann aber immer darauf bedacht sind, fehlerlose Satze zu
formulieren. Selbststandiges Handeln zahlt weiters zu den Merkmalen begabter Kinder. Sie
denken schon im jungen Alter Gber den Sinn des Lebens nach. So interessieren sie sich zum
Beispiel fur die Abstammung des Menschen oder fiir das Leben nach dem Tod. Bevor sie lber-
haupt in die Schule gehen, kdnnen sie oft schon schreiben und lesen. Auch den Zahlbegriff

und eigene Rechenmethoden entwickeln sie haufig bereits im Kindergartenalter.

3.3.2 Merkmalskatalog fiir Lehrpersonen

An folglich beschriebenen Merkmalen kénnen sich Lehrerinnen und Lehrer orientieren, wenn
sie die Begabung eines Kindes feststellen wollen. Auch hier gilt, dass die Merkmale keinesfalls
gezwungen zutreffen missen. Jedes Kind ist individuell, weshalb sich die Auspragung der
Merkmale von Mensch zu Mensch unterscheiden kann. Ist ein Kind besonders an der Schule
interessiert und verfligt es liber ein breites Allgemeinwissen, so ist dies ein Merkmal einer
moglichen Begabung. Weiters kann eine begabte Schiilerin oder ein begabter Schiiler Infor-
mationen leicht aufnehmen und sich diese auch leicht wieder ins Gedachtnis rufen. Sie oder
er arbeitet und lernt sehr schnell und freut sich tber intellektuelle Aktivitaten. Genauso kon-
nen unabhangiges, selbststandiges Arbeiten und ein grolRes Selbstvertrauen auf eine Bega-
bung hinweisen. In der allgemeinen Entwicklung hat das begabte Kind einen weiten Vorsprung

gegenlber seinen Mitschiilerinnen und Mitschiilern. Die Interessen des Kindes kénnen sehr
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vielfdltig sein, weshalb es haufig auch viele, verschiedene Hobbys hat. Es kann die Fahigkeit
besitzen, abstrakt zu denken. Das Kind kann Probleme erkennen und analysierend beschrei-
ben, sowie dazugehodrige Losungswege ermitteln. Ein begabtes Kind neigt dazu, unterschied-
liche Wege einzuschlagen und sich neue Ideen zu liberlegen. Beim Sprechen hat es einen gro-
Ren Wortschatz, weshalb es sich gut und verstandlich ausdriicken kann. Eine begabte Schiile-
rin oder ein begabter Schiiler liest oft gerne, gut und viel, wobei sie oder er sich bei der Lite-
ratur haufig fir Erwachsenenbiicher entscheidet. Die Konzentrationsfahigkeit bei begabten
Kindern ist haufig Gberragend. Bei mathematischen Aufgaben zeigen sie auBergewdhnliche
Leistungen. Bei diesen verstehen sie das Problem relativ schnell und kommen somit auch
rasch zu gilltigen Verallgemeinerungen. |hr Denk- und Arbeitsprozess erfolgt meist systema-
tisch, weshalb sie auch oft Strukturen erkennen und herstellen. Ihre Denkprozesse kénnen
flexibel gestaltet sein. Grundsatzlich ist ihre Grundeinstellung haufig kritisch und perfektionis-
tisch. Sollen begabte Kinder ihr Wissen weitergeben, gelingt ihnen das besonders verstandlich
(vgl. Bardy, 2007, S. 98).

3.4 ldentifikationsfaktoren einer mathematischen Begabung durch Indikator-

aufgaben

Die Schwierigkeit, die sich bei der Diagnose einer mathematischen Begabung ergibt, wurde
bereits in 3.2 erlautert. In diesem Kapitel werden MaBnahmen prasentiert, die Lehrpersonen
im Schulalltag helfen sollen, die auRergewdhnlich mathematischen Leistungen von Schiilerin-
nen und Schiilern zu erkennen. Angelehnt an Fast (2005, S. 44ff) kann mathematische Bega-
bung bei Grundschilerinnen und Grundschiilern durch subjektive und objektive Verfahren

festgestellt werden.

Wie bereits in Kapitel 2 Definition des Begabungsbegriffs erwahnt, duBert sich mathematische
Begabung auf vielfiltige Weise. ,,Mathematische Begabung zeigt sich als ein komplexes Zu-
sammenspiel von allgemein sowie mathematisch-kognitiven Faktoren.” (Fast, 2005, S. 44) Zu-
dem spielen umwelt- und personlichkeitsbezogene Faktoren eine wichtige Rolle. Um begabte
Schilerinnen und Schiiler zu erkennen, betrachtet Fast (2005, S. 44) die Kombination verschie-

dener ldentifikationsverfahren als sinnvoll.

Viele Erziehungsberechtigte, aber auch Lehrpersonen vermuten, dass Kinder, die beim Rech-
nen besonders schnell fertig sind und die gestellten Aufgaben meist ohne Fehler 16sen, beson-
ders begabt sind. Allerdings ist dies so nicht immer richtig, da zu den mathematischen Fahig-
keiten, die ein begabtes Kind aufweist, nicht nur das Rechnen alleine zahlt. Im schulischen

Kontext werden in weiterer Folge auch haufig besonders hohe Leistungen bei Schularbeiten
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oder Lernzielkontrollen als MaRstab fiir eine mathematische Begabung gesehen. Diese Leis-
tungen kdnnen Eltern beziehungsweise Lehrerinnen und Lehrer allerdings nur zum Teil auf die
intellektuellen Fahigkeiten der begabten Schiilerinnen und Schiiler zurlickfiihren. Denn vor
allem bei Kindern, die als Underachiever bezeichnet werden, stellt sich die Diagnose fiir eine
mathematische Begabung nur durch schulische Leistungen als schwierig dar. Jene Kinder er-
reichen haufig nur negative Beurteilungen, da sie positive Leistungen nur sehr selten bis gar
nicht im Unterricht zeigen, obwohl sie grundsatzlich eine hohe Leistungsfahigkeit im mathe-
matischen Bereich hatten. Die beiden genannten Aspekte, hohe schulische Leistungen und
schnelles Rechnen, zeigen zwar, dass Kinder eine Starke im Bereich der Mathematik aufwei-
sen, allerdings kann deshalb nicht automatisch von mathematischer Begabung gesprochen
werden (vgl. Fast, 2005, S. 45). Da lediglich die Berlicksichtigung der schulischen Leistungen
far die Diagnose einer mathematischen Begabung unzureichend ist, schldagt Kapnick (1998, S.
279) ein dreistufiges Modell vor. Auch Fast (2005, S. 45) orientiert sich an dem dreistufigen
Modell von Kapnick.

In der ersten Stufe ist von groRer Bedeutung, dass potentiell begabte Grundschilerinnen und
Grundschiiler anhand spezifischer Begabungsmerkmale von Lehrpersonen erkannt werden.
Die Meinung von Lehrerinnen und Lehrer wird dabei als subjektives Verfahren fiir die Diag-
nose einer mathematischen Begabung eingesetzt (vgl. Fast, 2005, S. 45). Auf welche Merkmale
die Lehrenden sowie die Erziehungsberechtigen achten kdnnen, wurde bereits im Kapitel 3.3

genauer erlautert.

In der zweiten Stufe werden Indikatoraufgaben vorgestellt, mit deren Hilfe eine mathemati-
sche Begabung diagnostiziert und in weiterer Folge optimal geférdert werden kann. Der Ein-
satz der Indikatoraufgaben ist ein Beispiel flir objektive Verfahren. Bei diesen Aufgaben wer-
den verschiedene kognitive Bereiche, die fiir solch eine Begabung relevant sind, angespro-
chen. Die Indikatoraufgaben werden mithilfe von Fallbeispielen, die Fast (2005, S. 49ff) erlau-
tert, beschrieben. Diese Beispiele werden aus einigen der 99 Arbeiten, welche 2003 in einer
Wiener Volksschule in jeweils zwei dritten und vierten Klassen im Zuge eines Projekts entstan-
den sind, entnommen. Die Indikatoraufgaben sind an jene von Kapnick (1998, S. 144ff) ange-
lehnt. Grundsatzlich rat der Autor, die Aufgaben nur von Kindern I6sen zu lassen, die in der
ersten Stufe von den Lehrerinnen und Lehrern als begabt identifiziert wurden. In diesem Fall
bekamen die Klassenlehrpersonen der beiden dritten und vierten Klassen von manchen Kin-
dern daher auch leere Blatter ohne Losungen, da in der ersten Stufe nicht alle Kinder als be-
gabt erkannt wurden. Die Erkenntnisse, die im Zuge dieses Projekts an der Wiener Volksschule

gemacht wurden, werden anschlieRend mit denen von Kapnick (1998, S. 130ff) verglichen.
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Auch er hat in Deutschland im Raum Brandenburg das Neubrandenburger Projekt in den
Schuljahren 1994/95 und 1995/96 durchgefiihrt. Dabei wurde das mathematische Denken bei
Dritt- und Viertklasslerinnen und -klasslern in Bezug auf Merkmale, die begabte Kinder auf-
weisen, Uberprift. Daflir hat er 110 begabte Grundschilerinnen und Grundschilern der drit-
ten und vierten Klasse ausgewdhlt. Um Vergleiche zu Schiilerinnen und Schiilern, die durch-
schnittliche mathematische Leistungen zeigen, herzustellen, fiihrte er die Aufgaben auch mit
44 aus dieser Gruppe durch. Die abschlieRende Untersuchung zeigte, dass potentiell begabte
Kinder deutlich hohere Leistungen bezlglich ihrer Fahigkeiten des flexiblen Denkens und des
Gedachtnisses zeigten als Kinder, die durchschnittliche Leistungen im Mathematikunterricht
aufwiesen. Nachfolgend werden sechs Indikatoraufgaben vorgestellt, die im Zuge des Projekts

in Wien verwendet wurden.

In der Indikatoraufgabe 1 wird die Fahigkeit zum Speichern visueller, mathematischer Sach-
verhalte im Arbeitsgeddchtnis angesprochen. Diese Aufgabe gliedert sich in vier Teilaufgaben.
Bei den ersten beiden Aufgaben 1a und 1b wird die Fahigkeit im Speichern anschaulich geo-
metrischer Sachverhalte Gberprift. Dabei werden den Schilerinnen und Schillern jeweils zehn
Sekunden lang zwei verschiedene Zeichnungen gezeigt, die sie anschlieBend nach einer halben
beziehungsweise einer Minute selbst malerisch wiedergeben mussen. Dabei sollen sie darauf
achten, dass der Abstand und die Formen, die in den gezeigten Zeichnungen verwendet wer-
den, eingehalten werden (vgl. Fast, 2005, S. 50). Kapnick (1998, S. 166) erkennt bei diesen
Aufgaben, dass die begabten Kinder die Zeichnungen strukturieren und anschlieBend deuten.
So stellen sie sich beispielsweise bei der Zeichnung in Abbildung 2 ein Haus mit einer Tir und
drei Fenstern vor. Dadurch merken sich die Schiilerinnen und Schiiler die Anordnung und die
GroRenrelationen besser. In den folgenden Abbildungen befindet sich links immer die Aus-

gangsaufgabe und rechts daneben werden unterschiedliche Schilerleistungen dargestellt.

Abbildung 2: Zeichnung von Indikatoraufgabe 1 mit zwei Beispielen von Schiilerinnen und Schiilern (Fast, 2005, S. 50)
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In der obigen Abbildung ist deutlich erkennbar, dass sich die Kinder beim Bewaltigen der Auf-
gabe realistische Dinge vorgestellt haben, um sich die in der Zeichnung verwendeten Figuren
und deren Anordnung besser zu merken. Das linke Beispiel eines Kindes zeigt ein vollig identes
Bild zur Ausgangszeichnung. Beim anderen ist deutlich, dass das Kind sich die einzelnen Figu-
ren zwar gemerkt hat, die Zeichnung aber eine Spiegelung der Ausgangsdarstellung ist. Das
raumliche Vorstellungsvermaogen ist bei diesem Kind noch nicht vollstandig ausgepragt. Bei
jener Aufgabe im Zuge des Projekts der Wiener Volksschule erreichten 25% der Schilerinnen

und Schiiler die hochste Punkteanzahl.

Bei der Aufgabe 1c wird die Fahigkeit im Speichern von gesehenen Zahlen im Arbeitsgedacht-
nis Uberpriift. Die Zahlenmauer, die in Abbildung 3 dargestellt wird, soll nach 20 Sekunden aus

dem Gedéchtnis heraus aufgeschrieben werden (vgl. Fast, 2005, S. 50f).

Abbildung 3: Zahlenmauer von Indikatoraufgabe 1c mit zwei Beispielen von Schiilerinnen und Schiilern (Fast, 2005, S. 51)

Kapnick (1998, S. 168) beschreibt in Bezug auf diese Aufgabe zwei unterschiedliche Strategien,
welche Kinder anwenden, um sich die einzelnen Zahlen der Mauer einzupragen. Einerseits
lesen sie sich die einzelnen Zahlen von links beginnend immer wieder durch und pragen sie
sich ein. Andererseits strukturieren manche Kinder die Zahlen nach Kriterien, wodurch sie sich
die Struktur der Zahlen leichter merken. Beispielsweise merkten sie sich die drei links gelege-
nen Zahlen 2, 5 und 10, indem sie diese zu der Multiplikation 2 - 5 = 10 zusammenfassten,
und aus den drei rechts gelegenen Zahlen 3, 11 und 8 bildeten sie die Struktur 3 + 8 = 11.
Der Autor fiihrt an, dass leistungsstarke, potentiell begabte Kinder eher die zweite Strategie
anwenden wiirden, so wie dies in der obigen Abbildung bei der linken Losung eines Kindes zu
sehen ist. So wie die Aufgabe in Abbildung 3 im rechten Beispiel einer Grundschulerin oder
eines Grundschiilers gelost wurde, wurde eher die erste Strategie angewendet. Dabei sind die
Zahlen zwar in der richtigen Zeile, nicht aber in der richtigen Reihenfolge. Bei dieser Aufgabe
wird ersichtlich, dass erst das Erkennen von (Zahl-)Strukturen ein richtiges Wiedergeben der

Zahlen ermoglicht.

Die letzte Aufgabe 1d, die im Zuge der Indikatoraufgabe 1 durchgefiihrt wird, bendtigt die
Fahigkeit, gesehene Zahlen im Arbeitsgedachtnis zu speichern, indem bekannte, mathemati-

sche Strukturen zu Hilfe genommen werden. Die Kinder mussen sich dabei innerhalb einer
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Minute ein Quadrat mit 16 Zahlen merken. Fir das Eintragen der Zahlen in ein leeres Quadrat

haben sie eine weitere Minute Zeit (vgl. Fast, 2005, S. 51f).

Abbildung 4: Quadrat von Indikatoraufgabe 1d mit zwei Beispielen von Schilerinnen und Schiilern (Fast, 2005, S. 52)

Die Zahlen im oben dargestellten Quadrat sind durch drei Beziehungen gekennzeichnet. Das
erste Muster entsteht aus den Eckzahlen, die nach der Reihe von eins bis vier eingetragen
werden. Die fehlenden, senkrechten Zahlen am Rand ergeben sich aus den Erganzungen auf
zehn. Die restlichen Felder kdnnen ausgefillt werden, indem von der dufReren Zahl immer auf
20 erganzt wird und somit die inneren Felder mit diesen Zahlen gefiillt werden. Im rechten
Beispiel eines Kindes, das in Abbildung 4 ersichtlich ist, wurden nur zwei der drei Muster er-
kannt. Dem Kind fehlt die Erganzung auf 20. Die erste Zeile, die in diesem Beispiel richtig aus-
gefiillt wurde, konnte vermutlich nur aufgrund eines auswendigen Einpragens aufgeschrieben
werden. Kinder, die diese Aufgabe fast vollig richtig [6sen konnten, konnten dies nur aufgrund
des Erkennens mathematischer Muster. Erkennen Kinder mathematische Muster, so be-
schreibt Fast (2005) sie als ,,mathematisches Talent” (S. 52).

In der Indikatoraufgabe 2 stehen die Fihigkeit im Strukturieren mathematischer Sachverhalte,
im Transfer mathematischer Strukturen, im verbalen Verallgemeinern und die mathematische
Fantasie im Vordergrund. Mithilfe eines Zauberdreiecks werden diese Fahigkeiten angespro-
chen. Die Schiilerinnen und Schiiler haben die Aufgabe, Besonderheiten in der Zahlenanord-
nung zu erkennen, diese durch Beispiele zu begriinden und die erkannten Strukturen verbal
zu verallgemeinern. Diese Erkenntnisse sollen anschliellend mit anderen Zahlen in ein leeres
Zauberdreieck eingetragen werden. Die verbale Verallgemeinerung stellt eine schwierige Auf-
gabe fur Kinder dar (vgl. Fast, 2005, S. 52f). In dem Projekt von Kapnick (1998, S. 177) konnten
lediglich 16% der Vergleichsschiilerinnen und Vergleichsschiiler und 46% der potentiell begab-
ten Kinder beim verbalen Verallgemeinern Punkte erreichen. Im Gegensatz dazu konnten im
Projekt der Wiener Volksschule 25% ihre Erkenntnis verbal deuten, wobei nur finf Kinder der
dritten Schulstufe und 21 Kinder der vierten Schulstufe ihr Denken in Worte fassen konnten.

Der Grund flir das quantitativ héhere Ergebnis in Bezug auf diese Aufgabe gegeniber Kapnicks
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Untersuchung erklart sich womoglich aus dem etwas hdheren Alter der Schiilerinnen und

Schiler.

Bei dieser Indikatoraufgabe wurden vier verschiedene Strategien, die Kinder im Zuge des Be-
arbeitens verwendet haben, erkannt. Diese werden nun im Folgenden erlautert. Bei der zuerst
angewendeten Strategie haben die Kinder immer zwei Eckzahlen des Dreiecks addiert, um die
mittlere Zahl zu erhalten. Die folgende Abbildung veranschaulicht die verbale Erkldrung eines
Buben aus der dritten Klasse. Indirekt erkennt er auch die gerade beschriebene Struktur. Er
beschreibt allerdings, dass die Eckzahl von der mittleren Zahl subtrahiert werden muss, um

die andere Eckzahl zu erhalten.

Abbildung 5: Erste Strategie der Indikatoraufgabe 2 eines Schiilers der dritten Schulstufe (Fast, 2005, S. 53)

Die zweite Strategie bendtigt ein etwas anderes Vorgehen. Allerdings spielt hierbei wieder die
Summe zweier Zahlen eine Rolle. Wird zu einer Eckzahl des Dreiecks die gegeniiberliegende,
mittlere Zahl addiert, so ist die Summe immer dieselbe. Im vorgegebenen Zauberdreieck be-
tragt die Summe beispielsweise immer sieben. In Abbildung 6 ist diese Strategie klar erkenn-
bar. Das Kind hat die erkannte Struktur auf das leere Dreieck (ibertragen, indem es als Summe

zweier Zahlen immer flinf gewahlt hat.
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Abbildung 6: Zweite Strategie der Indikatoraufgabe 2 mit zwei Beispielen von Schilerinnen und Schiilern der vierten Klasse
(Fast, 2005, S. 54)

Dieses Muster erkennen mehrere Kinder, kdnnen es aber recht selten richtig in Worten erkla-

ren. Meistens schreiben sie Zahlbeziehungen, wie zum Beispiel 5 + 2 = 7, auf. Ein Madchen

hat beispielsweise die erkannte Struktur auf ein leeres Dreieck tibertragen, konnte sein Han-

deln jedoch nicht verbalisieren. Es schrieb lediglich die einzelnen Rechnungen dazu auf.

Schriftlich etwas in Worten wiederzugeben, findet eher auf der Zahlenebene als auf der Me-

taebene statt. Dies ist auch in der obigen Abbildung erkennbar.

Wandten Kinder die dritte Strategie an, so haben sie erkannt, dass die drei unteren, waag-
rechten Zahlen im Dreieck gerade und die restlichen, oberen drei Zahlen ungerade waren. Das
Kind, dessen Losung in Abbildung 7 gezeigt wird, hat diese Struktur erkannt und die Erkenntnis

richtig verbalisiert.
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Abbildung 7: Dritte Strategie der Indikatoraufgabe 2 mit einem Beispiel eines Kindes
(Fast, 2005, S. 55)
Die vierte und letzte Strategie erklart sich wie folgt: , Die Folge der drei Eckzahlen (gelesen in
der kreisformigen Anordnung entgegen dem Uhrzeigersinn) ist: 1, 2, 4. Jedes nachfolgende

Glied ergibt sich durch Verdoppeln des vorherigen Gliedes.” (Fast, 2005, S. 55)

Diese Strategie fand nur bei einem Buben der vierten Schulstufe seine Anwendung. Seine Ver-

balisierung wird in Abbildung 8 gezeigt.

Abbildung 8: Vierte Strategie der Indikatoraufgabe 2 mit einem Beispiel eines Buben der vierten Klasse (Fast, 2005, S. 56)

In der Verschriftlichung seiner Erkenntnis ist ein unvollstandiges Muster erkennbar, da dieses
nur auf zwei Seiten des Dreiecks anwendbar ist. Trotzdem zeigt der Bub durch diese Vorge-
hensweise ein Verstandnis gegenliber dem Erkennen von Zahlbeziehungen. Er konnte jedoch
aufgrund der falschen Strategie keine Zahlen richtig in das Dreieck libertragen. Die Indikato-

raufgabe 2 bendtigt vor allem die Fihigkeit des Verbalisierens und Transferierens.

Bei der Indikatoraufgabe 3 wird die Fahigkeit im Strukturieren mathematischer Sachverhalte,
im Transfer von Strukturen, im Umkehren von Gedankengdngen und im Wechsel zwischen
den Reprasentationsebenen bendtigt. Dabei sind Kreise angeordnet, die eine individuelle
Struktur auf der bildlichen Ebene aufweisen. Die erste Aufgabenstellung 3a, die in Abbildung

9 gezeigt wird, konnten fast alle Kinder, die am Projekt in der Wiener Volksschule teilnahmen,
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richtig losen (vgl. Fast, 2005, S. 56). Die Losungen waren sehr vielfiltig, weshalb Kdpnick (1998,
S. 190) daraus schlieft, dass jene Kinder eine herausragende, mathematische Fantasie besit-
zen. Genauso hatten die Schilerinnen und Schulern keine Probleme damit, die bildliche Ebene
auf die symbolische zu ibertragen. Die Aufgabe 3a dient eher als Einstieg in die weiteren Auf-
gabenstellungen. Bei diesem Beispiel kann nicht auf ein mathematisches Talent geschlossen
werden, da die Leistungen der Vergleichsschiilerinnen und Vergleichsschiiler und der poten-

tiell begabten Kinder kaum Unterschiede aufwiesen.

Abbildung 9: Indikatoraufgabe 3a mit einem Beispiel eines Kindes (Fast, 2005, S. 57)

Bei der zweiten Teilaufgabe 3b missen die Dritt- und Viertklasslerinnen und -klassler vorge-
gebene Strukturen auf dhnliche Darstellungen tbertragen. Die Ausgangsdarstellung bildet
zehn Kreise ab. Die gleich angeordneten Darstellungen, wie in Abbildung 10 ersichtlich, visua-
lisieren 15 Kreise (vgl. Fast, 2005, S. 56f). Bei der Untersuchung von Kapnick (1998, S. 190)
schafften 47,7% der Vergleichsschiilerinnen und Vergleichsschiiler und 72,7% der potentiell
Begabten, die erkannten Muster auf eine neue Ausgangslage zu libertragen. Nur 15% der Kin-
der der Wiener Volksschule konnten bei diesem Beispiel die Hochstpunkteanzahl erreichen,
10% der Schiilerinnen und Schiiler die ndchst niedrigere Punkteanzahl. Dies bedeutet, dass die
Kinder aus der osterreichischen Grundschule in diesem Bereich schlechter abgeschlossen ha-
ben als jene aus Deutschland. Daflir konnte jedoch keine Begriindung gefunden werden. In
der nachfolgenden Abbildung ist dem Kind der Transfer von der Darstellung mit zehn Kreisen

auf die mit 15 Kreisen gelungen.

Abbildung 10: Indikatoraufgabe 3b mit einem Beispiel eines Kindes (Fast, 2005, S. 57)

Bei der Aufgabe 3c wird die Fahigkeit zur Reversibilitat Gberpriift. Dabei soll zu einer vorgege-
benen Gleichung ein passendes Muster gefunden werden. Die Kinder tiberraschten hier vor
allem mit ihren vielfaltigen Losungsmoglichkeiten. Zwei dieser Losungen werden in Abbildung

11 dargestellt.
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Abbildung 11: Indikatoraufgabe 3c mit zwei Beispielen von Kindern (Fast, 2005, S. 57)

Kapnick (1998, S. 190) beschreibt, dass Kinder, welche die Fahigkeit im Transfer von erkannten
Mustern, im Wechseln zwischen den Reprasentationsebenen und im Umkehren von Gedan-
kengdangen beim Losen von mathematischen Sachverhalten besitzen, zu einer mathemati-
schen Begabung neigen. Wie gut Schiilerinnen und Schiiler bei dieser Aufgabe sind, kann an-
hand der erreichten Punkteanzahl bestimmt werden. Je héher die Punkteanzahl ist, desto ho-

her ist die mathematische Begabung in den genannten Fahigkeiten.

Die Indikatoraufgabe 4 benttigt die Fahigkeit des Strukturierens mathematischer Sachver-
halte, des Transfers von Strukturen und des Wechsels zwischen den Repradsentationsebenen.
Sie spricht fast dieselben Fahigkeiten an wie die Indikatoraufgabe 3. Bei dieser Aufgabe wird
den Kindern eine Anordnung von Dreiecken gezeigt, die sie nach einer bestimmten Regel ver-

groBern sollen. Die Aufgabe ist in Abbildung 12 dargestellt.

Abbildung 12: Indikatoraufgabe 4 (Fast, 2005, S. 58)

In der nachfolgenden Abbildung wird die Losung eines neunjdhrigen Madchens gezeigt, das
die Aufgabe erhalten hat, die gesamte Anzahl der Kreise zu ermitteln, wenn die unterste Reihe
30 Kreise aufweist. Dabei ist ersichtlich, dass es das Muster des Anordnens zweier Zahlen zur
Summe 30 erkennt. Beim Bearbeiten streicht es die Zahlen durch, die es schon verwendet hat
und addiert am linken Rand nach und nach auf. Am Ende schreibt es das richtige Ergebnis,
ndamlich 465, auf.
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Abbildung 13: Indikatoraufgabe 4 mit einem Beispiel eines neunjahrigen Madchens (Fast, 2005, S. 58)

Kadpnick (1998, S. 192) kam in seiner Untersuchung zu der Erkenntnis, dass 29,5% der Ver-
gleichsschiilerinnen und Vergleichsschiiler einen logischen Lésungsansatz hatten, kein Kind
jedoch die richtige Losung angeben konnte. 80% der potentiell begabten Lernenden kamen
auf einen sinnvollen Losungsansatz, 11,8% losten die Aufgabe sogar vollig richtig. In der
Gruppe, die in Fast (2005, S. 59) untersucht wurde, kamen 22% der Kinder auf einen sinnvollen

Losungsansatz, 3% dieser Kinder konnten das richtige Ergebnis nennen.

Die Indikatoraufgabe 5 bedarf erneut der Fahigkeit im Strukturieren mathematischer Sachver-
halte, im Transfer von Strukturen, im Umkehren von Gedankengangen und im Wechseln zwi-
schen den Reprasentationsebenen. Diese Aufgabe ist nicht als Visualisierung, sondern als
Textaufgabe angegeben. Der Inhalt der Aufgabe ist nahezu derselbe, wie jener der Indikato-
raufgabe 3 und 4. Die Schillerinnen und Schiler sollen zeigen, dass sie in der Lage sind, Ent-
fernungen und Zeit in Beziehung zueinander zu setzen. Die Aufgabe gliedert sich in vier Text-

aufgaben, die aufeinander aufbauen.

Ein Bub der dritten Klasse zeigt bei dieser Indikatoraufgabe eine herausragende Leistung. Er
war bei der Untersuchung in Fast (2005, S. 59f) der einzige, der diese Aufgabe richtig 16sen
konnte. In Abbildung 14 und Abbildung 15 werden zwei der vier Textaufgaben mit der Losung

des Buben prasentiert.
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Abbildung 14: Indikatoraufgabe 5a mit einem Beispiel eines Schillers aus der dritten Klasse (Fast, 2005, S. 60)

Abbildung 15: Indikatoraufgabe 5b mit einem Beispiel eines Schiilers aus der dritten Klasse (Fast, 2005, S. 60)

Klar verstandlich und kurz schreibt der Bub die richtigen Losungswege an. Die MalReinheiten
lasst er aufRen vor. Wieso er in Abbildung 14 die MaReinheit ,m" verwendet, ist unklar, trotz-
dem hat er die Aufgabe mit dem richtigen Wert gel6st. Die Leistung des Kindes ist bemerkens-
wert, vor allem weil Geschwindigkeitsaufgaben im Mathematikunterricht grundsatzlich erst in

der vierten Schulstufe behandelt werden.

Die Textaufgabe, die in Abbildung 15 prasentiert wird, stellte fiir viele Kinder eine Herausfor-
derung dar (vgl. Fast, 2005, S. 59f). In der Untersuchung von Kapnick (1998, S. 195) konnten
nur 21,8% der begabten Schiilerinnen und Schulern das richtige Ergebnis nennen. Der Autor
stellte fest, dass die Kinder bei diesen Aufgaben besonders groRe Schwierigkeiten hatten, da
sie die Gedankengdnge umkehren und das Problem, das in der Abbildung 14 dargestellt ist,
nun aus einer anderen Sichtweise betrachten miissen. Dies sei ein Indikator fiir eine mathe-
matische Begabung. Auch in der Untersuchung von Fast (2005, S. 60) konnten nur 3% der am
Projekt teilnehmenden Schilerinnen und Schiiler die Textaufgabe richtig l6sen. Auch sie
meint, dass das richtige Losen dieser Aufgabe ein Merkmal fiir eine mathematische Leistungs-

starke sei.
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In der Indikatoraufgabe 6 ist das raumliche Vorstellungsvermogen gefragt. Dabei haben Kin-
der die Aufgabe, einen dreidimensional gezeichneten Wirfel gedanklich nach hinten zu kip-
pen. Die Ecken des Wiirfels sind dabei mit Zahlen von eins bis acht beschriftet. AnschlieBend
wird ihnen die Frage gestellt, welche Flache nach dem Kippen unten und welche Ecke vorn-
oben-rechts zu sehen ist. Die zweite Aufgabe 6b, die im Zuge dieser Indikatoraufgabe gestellt

wird und in Abbildung 16 dargestellt ist, zeigt einen Wiirfel aus drei verschiedenen Ansichten.

Abbildung 16: Indikatoraufgabe 6b (Fast, 2005, S. 61)

Auf jeder Flache des Wrfels ist ein Symbol abgebildet. In der nebenstehenden Tabelle sollen
die Kinder zu den angegebenen Symbolen das genau gegeniberliegende zeichnen. EIf Schiile-
rinnen und Schiler der Wiener Volksschule konnten diese Aufgabe richtig |6sen. Drei der elf
Kinder gingen davon in die dritte Klasse (vgl. Fast, 2005, S. 61). Kapnick (1998, S. 180f) stellte
bei seiner Untersuchung fest, dass ein Drittel der potentiell begabten Schiilerinnen und Schii-
ler die Aufgaben, bei denen raumliches Vorstellungsvermogen gefragt war, vollkommen rich-
tig 16sten. 40% dieser Kinder erreichten nur drei oder weniger von sieben Punkten. Der Autor
schlieRt daraus, dass mathematisch begabte Grundschilerinnen und Grundschiiler im Bereich
des raumlichen Vorstellungsvermogens deutliche Unterschiede aufweisen. So kann nicht ein-
deutig beantwortet werden, ob Kinder, die ein ausgepragtes, raumliches Vorstellungsvermo-
gen haben, folglich begabt sind. Somit kann das richtige Losen der Indikatoraufgabe 6 zwar
ein Zeichen fiir eine mathematische Begabung sein, muss aber nicht (vgl. Kapnick, 1998, S.
130ff).

Die Ergebnisse der sechs beschriebenen Indikatoraufgaben zeigen die unterschiedlichen Aus-
pragungen der Begabungen von Kindern der Grundstufe Il. Manche Leistungen kénnen auf
eine mathematische Begabung hinweisen, da die Kinder erhohte Fahigkeiten in manchen Be-
reichen zeigten. Daher ist wahrend des Unterrichts umso wichtiger, diese Fahigkeiten durch

passende Aufgaben zu fordern.
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Die dritte Stufe beschaftigt sich mit der prozessbegleitenden Identifikation. Eine mathemati-
sche Begabung eines Kindes zeigt sich nicht nur in dessen Leistungen, sondern auch im Pro-
zess. Werden begabte Kinder beispielsweise von Lehrpersonen diagnostiziert, so werden ihr
Arbeitsprozess beim Losen von Aufgaben beobachtet, die Losungswege analysiert und mit
dem Kind besprochen. Begabte Grundschiilerinnen und Grundschiiler unterscheiden sich zu
den anderen Kindern meist darin, dass sie sich mit mathematischen Aufgabenstellungen in-
tensiver auseinandersetzen, um das Problem begrifflich und auch symbolisch zu erfassen.
Diese Kinder erkennen wesentlich einfacher, aus welchen Aspekten sich ein mathematisches
Problem zusammensetzt. Dies zeigt sich vor allem an ihrer fragenden Mimik. Deshalb ist fiir
Klassenlehrerinnen und Klassenlehrer umso wichtiger, dass sie potentiell begabten Schiilerin-
nen und Schiilern eine Vielfalt von Indikatoraufgaben anbieten. Diese sollen auch verschie-
dene Schwierigkeitsgrade und mehrere Lésungsmoglichkeiten haben. Aufgaben, die im Unter-
richt eingesetzt werden kénnen und begabte Kinder in ihren Fahigkeiten férdern, werden im

Kapitel 5 genauer erlautert.

Begabte Lernende beginnen, haufig mit sich selbst oder mit Mitschiilerinnen und Mitschilern
Uber das mathematische Problem zu reflektieren, und nehmen dabei auch Blickkontakt zu ih-
rer Lehrerin oder ihrem Lehrer auf. Sie weisen die ganze Zeit Gber eine sehr hohe Konzentra-
tion auf und versuchen, verschiedene Losungswege zu finden. Vor allem bei jingeren Schiile-
rinnen und Schiilern kann die Lehrperson als Beobachterin oder Beobachter dienen, die ihre
Lernprozesse erforscht und in weiterer Folge auch mit ihnen lber ihre Vorgehensweise disku-
tiert. Dies ist nach Fast (2005, S. 63) einer der verlasslichsten Wege, eine mathematische Be-
gabung festzustellen. Beim Bearbeiten der Indikatoraufgaben zeigen die Lernenden, wie sie
ihr Wissen strukturieren, den anderen ihre Lésungsmoglichkeiten vorstellen, ihre Vermutun-
gen begriinden und andere von ihrer Vorgangsweise liberzeugen. Um eine mathematische
Begabung zu erkennen, spielen nicht nur richtige Losungen, sondern auch das Sprechen {iber

die erkannten Strukturen des Kindes eine wichtige Rolle.

3.5 Vorgehensweisen und Strategien mathematisch begabter Grundschulkin-
der bei Probleml6seaufgaben
Die Relevanz, die Problemldseaufgaben bei mathematisch begabten Kindern haben, wurde

bereits in 2.2.4 erlautert. Wie mathematisch begabte Kinder bei diesen Aufgaben vorgehen,

wird in Folge beschrieben.
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Kognitionspsychologinnen und Kognitionspsychologen beschéftigen sich nicht nur mit dem
Unterschied zwischen hohen Leistungen von begabten und durchschnittlichen Leistungen von
anderen gleichaltrigen Kindern, sondern auch mit individuellen Denk-, Lern- und Problembe-
arbeitungsstrategien (vgl. Fuchs, 2006, S. 99). Unter einer Strategie fasst Stern (1992, S. 102)
kognitive Prozesse zusammen, die sich mit den Begriffen Flexibilitéit, Zielorientiertheit und Ef-
fizienz beschreiben lassen. In der Forschung wurde gezeigt, dass sich die Anwendung von Stra-
tegien bei begabten Kindern deutlich von anderen unterscheidet. Mandl und Friedrich (1992,
S. 18f) zeigen ebenfalls, dass keine allgemeinen Strategien fiir Problemléseaufgaben gelten.
Genauso spielt das Vorwissen tiber mathematische Sachverhalte beim Bearbeiten solcher Auf-
gaben eine zentrale Rolle. Das notwendige Vorwissen und andere Fahigkeitsaspekte, wie zum
Beispiel der Umgang mit Problemldseaufgaben oder das selbststandige Denken, kbnnen als
Begriindung dafiir dienen, dass neben den individuellen Fahigkeiten auch das Alter bezogen
auf die Flexibilitdt und die Bevorzugung von bestimmten Strategien bei der Bearbeitung von
Problemldseaufgaben eine zentrale Rolle spielen (vgl. Fuchs, 2006, S. 99). Wessels (1990) steht
dem Strategiebegriff etwas offener gegentiber als Stern (1992) sowie Mandl und Friedrich
(1992). Er beschreibt, dass Kinder eine Vielfalt von unterschiedlichen Strategien einsetzen.
Diese reichen von einfachen Verfahren des Probierens bis hin zu gut durchdachten Analogie-
verfahren. Welche Strategie Kinder anwenden, ist mitunter vom Aufgabentyp, von der
Schwierigkeit der Aufgabe, vom Vorwissen und von den Persénlichkeitsmerkmalen des Kin-
des, das die Problemldseaufgabe bearbeitet, abhdngig. Diese Beschreibung bestatigt, dass
mathematisch begabte Grundschilerinnen und Grundschiiler unterschiedliche Vorgehens-
weisen bei Problemldseaufgaben favorisieren. Genauso kénnen sie speziellen Problemldsety-
pen zugeordnet werden. Diese Erkenntnis bestatigt die Untersuchungsergebnisse nach
Kapnick (1998, S. 286ff), die bereits in 3.4 beschrieben wurden. Eine mathematische Begabung

zeigt sich nicht bei jedem Kind gleich, sondern ist individuell ausgepragt.

Kapnick (1998) konnte im Rahmen seiner Untersuchungen, die er mit Dritt- und Viertklassle-
rinnen und -kldsslern durchfiihrte, feststellen, dass Kinder Problemléseaufgaben sehr indivi-
duell bearbeiten. Sie haben eigene Vorgehensweisen, die sie im Zuge ihrer Schullaufbahn in
der dritten und vierten Klasse immer wieder anwendeten. Vereinzelt festigten die Schilerin-
nen und Schiiler sogar ihre Vorgehensweisen. Diese Erkenntnisse zeigen wiederum, wie kom-
plex das Thema mathematische Begabung ist. Daher ist wichtig, die beiden Begriffe Strategie
und Vorgehensweise voneinander abzugrenzen. Kapnick (1998, S. 250) versteht unter einer
Vorgehensweise, wie ein Kind ein vorgegebenes Problem erfasst, also wie es Informationen

aufnimmt und in weiterer Folge das Problem analysiert. Im nachsten Schritt stellt sich die
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Frage, wie das Kind versucht, das Problem zu l6sen. Es entwickelt verschiedene Losungsan-
satze und -strategien und zeigt einen speziellen Denk-, Arbeits- und Lernstil. Zuletzt wird im
Zuge einer Vorgehensweise beschrieben, wie das Kind die Losung der Aufgabe darstellt und

kontrolliert.

3.5.1 Lernstile von Schiilerinnen und Schiilern

Fuchs (2006, S. 101) vertritt die Meinung, dass jedes Kind seinen eigenen Lernstil hat. Nur,
wenn Lehrpersonen oder Erziehungsberechtigte wissen, wie das Kind am besten lernt, kénnen
Lernerfolge durch eine optimale Férderung gesteigert werden. Grogeroc (1997) ist ein Lern-

stilexperte und Vertreter dieser Meinung, auf den Fuchs (2006, S. 101) auch verweist.

Grogeroc (1997 zit. nach Fuchs, 2006, S. 101ff) beschreibt in seinem Lernstilkonzept vier ver-
schiedene Charakter- und Lerntypen. Grundlage dieses Konzeptes bilden die Sinneskanile, die
bei der Aufnahme von Informationen bendétigt werden, und die Art der Informationsverarbei-
tung. Er untergliedert die Informationsaufnahme in die konkrete und abstrakte Wahrneh-
mung, wobei die Aufnahme der Informationen bei der konkreten Wahrnehmung tber die flinf
Sinne erfolgt. Bei der abstrakten Wahrnehmung tiberwiegen die bildlichen Vorstellungen. Sie
ermoglicht einen Blick hinter das Offensichtliche und setzt 6fter die Intuition und den Intellekt
ein. Die Informationsverarbeitung erfolgt nach Grogeroc (1997) entweder systematisch, das
heit Schritt fiir Schritt, oder assoziativ, also ohne einen bestimmten Plan. Bei der systemati-
schen Vorgehensweise findet ein systematisches Ordnen der Informationen statt. Lernende
folgen einer logischen Gedankenkette und handeln nach einem bestimmten Plan. Die assozi-
ative Vorgehensweise beschreibt die Verarbeitung von Informationen als sehr impulsiv und
spontan. Die Verarbeitung folgt dabei keiner speziellen Reihenfolge. Die Lernenden versu-

chen, das Ziel ohne Plan zu erreichen.

Die Verknipfung der Informationsaufnahme und -verarbeitung fiihrt nach Grogeroc (1997)zu

vier unterschiedlichen Lernstiltypen:
Menschen mit dem konkret-systematischen Stil

Lernende, die nach diesem Stil lernen, handeln sehr praktisch, sind faktenorientiert und ge-
wissenhaft. Lernprozesse erfolgen fast immer gleich und Lernende arbeiten sehr produktiv.
Genauso konnen sie gut mit anderen, welche die Aufgaben besonders schnell bearbeiten, im
Team arbeiten. |hr Interesse liegt dabei im konkreten Faktenwissen. Die Fakten gliedern sie
weiters in falsch oder richtig. Sie neigen dazu, Fragen wie ,Wie soll ich das machen?” zu stel-
len, und verlangen des Ofteren Erklarungen oder spezifischere Anweisungen, da sie alles rich-

tig machen wollen. Ihr Perfektionismus flihrt dazu, dass sie manchmal unflexibel sind. Letztlich
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arbeiten sie aber sehr strukturiert und ordentlich. Bei der Bearbeitung von Aufgaben haben

diese Lernenden ein gutes Zeitmanagement.
Menschen mit dem abstrakt-systematischen Stil

Menschen mit dem abstrakt-systematischen Stil verhalten sich in ihrer Persénlichkeit meist
analytisch und griindlich. Sie neigen dazu, vernetzt zu denken. Bevor sie Entscheidungen tref-
fen, sammeln sie sehr viele Informationen. Die Lernenden lieben, sich mit schriftlichen Anwei-
sungen, Modellen oder Theorien auseinanderzusetzen, und stellen meist als erste Frage ,,Wo
finde ich dartiber ausreichend Informationen?”. Ihre Arbeit erledigen sie sehr sorgfaltig und
bedacht, weshalb sie oft mehr Zeit als andere bendétigen. Sie verhalten sich eher ruhig und
introvertiert. Jene Menschen verbalisieren Probleme haufig erst, wenn sie den Hintergrund
dieser tatsachlich verstanden haben. Beim Beschreiben der eigenen Gefiihle haben sie oft
Schwierigkeiten, da sie sich lieber an Fakten orientieren. Sie fiihlen sich in ihrer Privatsphare
schnell verletzt. Haufig haben Menschen, die nach dem abstrakt-systematischen Stil lernen,
das Talent, Probleme objektiv zu betrachten. Sie haben einen groBen Wortschatz und verwen-

den auch haufig Fremdworter.
Menschen mit dem abstrakt-assoziativen Stil

Lernende, die nach diesem Stil lernen, sind sozial, gefiihlsbetont und kreativ veranlagt. Ent-
scheidungen treffen sie oft erst, wenn sie davor mit Freundinnen und Freunden gesprochen
haben. Sie versuchen, die Gefiihle ihrer Mitmenschen wahrzunehmen, und kénnen deren Kor-
persprache gut lesen. Dabei merken sie sofort, wenn sich Kinder in der Klasse nicht wohlfiihlen
oder Probleme haben. Daher gelten diese Menschen auch als gute Zuhorerinnen und Zuhérer
und kénnen andere Personen trosten. In einem unordentlichen Umfeld zu lernen, stort sie
nicht. Den Lernenden ist weiters wichtig, beliebt zu sein. Am liebsten erledigen sie Aufgaben
mit anderen Kindern und Uberzeugen dabei mit ihrer Anpassungsfahigkeit und Flexibilitat. Das

Lernen ist durch ihre kreative und fantasievolle Art gepragt.
Menschen mit dem konkret-assoziativen Stil

Menschen, die nach dem konkret-assoziativen Stil lernen, haben viel Energie und zeichnen
sich durch ihre Experimentierfreude und Willensstarke aus. Die Losung von Problemen erfolgt
auf sehr kreative Weise. Die Lernenden handeln besonders schnell, spontan und innovativ.
Die Arbeit mit anderen kompetenten Kindern gefillt ihnen. Die Autoritat von Personen zu ak-
zeptieren und zu respektieren, fallt diesen Kindern haufig etwas schwer. Sie wollen weiters
nur das lernen, was sie wirklich wissen miissen und nichts dartiberhinausgehend. Aufgrund
ihrer Risikobereitschaft 16sen sie gerne offene und unstrukturierte Aufgabenstellungen. Jene

Lernenden haben besonders viel Energie und entwickeln vielfaltige Ideen. Sie sind von ihrem
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starken Willen gepragt, der sie manchmal etwas eigensinnig handeln ldsst. Sie wollen ihr Le-
ben selbst in die Hand nehmen, und haben deshalb Schwierigkeiten, die Unterstitzung ihrer
Mitmenschen anzunehmen. Beim Lésen von Aufgaben wenden diese Kinder hdufig zu viele
Methoden an.

3.5.2 Vorgehensweisen bei Problemloseaufgaben von mathematisch begabten

Schiilerinnen und Schiilern

Im Rahmen von Untersuchungen nach Kapnick (1998), wie zum Beispiel beim Neubranden-
burger Projekt, wurden Vorgehensweisen von begabten Dritt- und Viertklasslerinnen und
-klasslern naher betrachtet. Dabei sind vor allem jene Vorgehensweisen, wie Kinder an eine
Problemldseaufgabe herangehen, aufgefallen. Die meisten haben sehr individuelle Strategien
eingesetzt und wendeten sie im Laufe der dritten und vierten Klasse Volksschule auch des
Ofteren an. Kapnick (1998, S. 250ff) konnte fiinf verschiedene Herangehensweisen feststellen,
die nun im Folgenden anhand eines Beispiels beschrieben werden. Das Beispiel wird in Abbil-
dung 17 veranschaulicht. Bei der Stern-Aufgabe miissen Kinder auf einer Strecke mit vier Zah-

len Zahlen von eins bis zwolf eintragen, sodass die Summe dieser vier Zahlen immer 26 ergibt.

Abbildung 17: Stern-Aufgabe (Kapnick, 1998, S. 251)

Hartndckiges Probieren
Kapnick (1998, S. 251) zieht als Beispiel die Uberlegung eines Madchens heran:

Ich habe immer wieder probiert. Es dauerte ganz schén lange, und dann habe ich allmdhlich
begriffen, wie ich die Zahlen mischen mugf [sic] [...], dafs [sic] ich auf jeder Strecke zu zwei klei-
neren Zahlen zwei gréfiere geben muf [sic], damit die Summe iGberall gleich wird. Ich mufite
[sic] aber noch viel probieren. Nach einer Stunde hatte ich eine Lésung. (S. 251)

Seine Aussage macht deutlich, dass es nur durch hartnackiges Probieren zur Losung gekom-
men ist, da es keine Zusammenhange zwischen den Zahlen entdecken konnte. Durch das
mehrfache Probieren entwickelte das Mddchen unbewusst ein Gefihl fur Zahlbeziehungen,
das ihm beim weiteren Ausprobieren half. Es probierte so lange, bis es letztlich zu einer Losung
gekommen war. Bemerkenswert ist, dass das Madchen keineswegs versucht hatte, aufzuge-
ben. Es konzentrierte sich beharrlich auf die Aufgabe. Jene Vorgehensweise zeigt, dass fir eine

Begabung typische Personlichkeitseigenschaften wie Beharrlichkeit und Selbststandigkeit
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beim Losen solcher Aufgaben helfen konnen. Allerdings hatte das Madchen nach der Lésungs-
findung keinen Ansporn mehr, nach weiteren Lésungen zu suchen, da vermutlich die Energie
durch das hartnackige Probieren verloren gegangen ist. Es dulSerte sogar die Vermutung, dass
gar keine weiteren Losungen moglich waren. Diese Vermutung lasst sich dadurch belegen,
dass es durch das mehrmalige Probieren der Meinung ist, bereits alle moglichen Zahlbeset-
zungen im Stern getestet zu haben. Auch andere Kinder der dritten und vierten Klassen zeigten
in der Untersuchung die Vorgehensweise des hartnackigen Probierens (vgl. Kdpnick, 1998, S.
252).

Abwechselndes Uberlegen und Probieren

Beim abwechselnden Uberlegen und Probieren zieht Kapnick (1998, S. 252) folgende Aussage
eines Buben heran:
Zuerst habe ich die Eckzahlen (iberlegt. Dann habe ich probiert. Dann habe ich die Zahlen, die
ich schon hatte, auf jeder Strecke zusammengezdhlt und tiberlegt, welche Zahlen ich noch brau-

che. Nach einer Stunde hatte ich eine Lésung. Ich glaube, daf [sic] es noch mehr Lésungen gibt.
(S.252)

Bei diesem Buben ist aufgefallen, dass er einerseits durch Probieren zu einer Losung kommen
wollte, sich andererseits aber auch lber Zahlbeziehungen Gedanken gemacht hat. Schritt-
weise versuchte er, zu einer Lésung zu kommen. Hervorzuheben ist, dass der Bub zuerst Uber-
legungen zu den Eckzahlen angestellt hat und erst danach ins Probieren lbergegangen ist.
Kinder, die ahnlich wie dieser Bub vorgegangen sind, haben haufig zuerst mit dem Probieren
begonnen und erst nach und nach Beziehungen zwischen den Zahlen erkannt, die fiir die L6-
sungsfindung ausschlaggebend waren. Die Vorgehensweise des abwechselnden Probierens
und Uberlegens war deutlich effektiver als das hartnickige Probieren. Der Bub machte sich
die Zahlbeziehungen bewusst und konnte daher auch die Schwierigkeit der Aufgabe etwas
verringern. Durch das Erkennen von Zahlbeziehungen reduziert sich natirlich auch der Re-
chenaufwand. Vermutlich zog der Bub aufgrund dieser Aspekte mehrere, moégliche Lésungen
in Erwadgung (vgl. Kapnick, 1998, S. 252).

Intuitives Vorantasten

Um diese Vorgehensweise zu verdeutlichen, wird im Folgenden die Aussage eines Buben wie-

dergegeben:

Ich habe versucht, einige kleine Zahlen gleichmdfig auf den Stern zu verteilen. Und dann habe
ich weiter probiert. So fand ich eine Lésung. Bei mir ist es meist so. Ich sehe die Lésung irgend-
wie gleich. Es ist so, als ob ich es ahne. Ich glaube jedenfalls, daf3 [sic] es so ist. (Kdpnick, 1998,
S. 253)
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Kapnick (1998, S. 253) konnte die Vorgehensweise des Buben nur bei sehr wenigen, anderen
Kindern beobachten. Jene Schiilerinnen und Schiiler, die jedoch mithilfe des intuitiven Voran-
tastens zu einer Losung kommen wollten, waren besonders temperamentvoll. Sie freuten sich
Uber die schnelle Losungsfindung, welche jene Kinder aber vermutlich davon abhielt, ihre L6-
sung zu Uberpriifen und nach weiteren Losungen zu suchen. Laut Kdpnick sollte diese Vorge-
hensweise jedoch trotzdem anerkannt werden, da sie ein Gefiihl flir Zahlen und andere, ma-
thematische Sachverhalte erfordert. Kinder, die Aufgaben nach diesem Vorgehen |6sen, ha-
ben haufig durch ihr spontanes Handeln besonders kreative Ideen, die sich positiv auf die L6-
sungsfindung auswirken. Trotzdem muss bei dieser Vorgehensweise auch eine negative Aus-
wirkung auf die schulischen Leistungen der Kinder genannt werden. Da bei diesem Verfahren
kaum Zwischenschritte oder Uberlegungen aufgeschrieben werden, ist fiir Lehrpersonen
schwierig, die Vorgehensweise der Kinder bei schriftlichen Uberpriifungen wie Lernzielkon-
trollen zu beurteilen. Durch die fehlende Mitschrift der Zwischenschritte kann den Kindern bei
einem falschen Ergebnis kein Punkt gegeben werden, da der Lésungsweg nicht nachvollzogen

werden kann.

Systematisches Vorgehen

Ich habe ein Blatt genommen und immer vier Zahlen mit der Summe 26 aufgeschrieben, z.B.
1+2+11+12=26. Dann habe ich mit einer Gleichung angefangen. Das war meine erste Strecke.
Dann habe ich mir eine zweite Gleichung ‘rausgenommen, in der die eine Zahl schon war. Meine
Mutti hat mir dabei geholfen. Ich habe zwei Lésungen gefunden. (Kapnick, 1998, S. 254)

Dieser Kommentar eines Madchens zeigt die systematische Vorgehensweise. Es weist nicht
das Ubliche spielerische und spontane Vorgehen von Grundschilerinnen und Grundschiilern
mit Zahlen auf. Bei der Losungsfindung unterstlitzten die Eltern das Madchen in diesem Fall.
Die Vorgehensweise ist eigentlich aber eher untypisch fir Schilerinnen und Schiiler der Pri-
marstufe. Trotzdem konnte Kapnick (1998, S. 254) bei einigen, wenigen Kindern beobachten,
dass sie Problemldseaufgaben wie die Stern-Aufgabe eher sachlich und auf formaler Ebene
bearbeiteten. Jene Lernende waren in ihrer Art ruhig und introvertiert. Bei Diskussionen (iber
die Problemaufgabe sprachen sie erst mit, wenn sie sich ihrer Lésung vollkommen sicher wa-
ren und ihren Losungsweg auch beschreiben konnten. Gelang ihnen, eine Aufgabe tatsachlich
zu l6sen, so freuten sie sich eher still dartber. Aufgrund der speziellen Vorgehensweise, die
sie beim Loésen von Problemaufgaben anwendeten, bearbeiteten sie diese Aufgaben lieber

alleine.
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Wechseln zwischen den Reprdsentationsebenen mit einem bevorzugten Arbeiten auf der en-

aktiven oder ikonischen Ebene

Kapnick (1998, S. 254f) zieht fir diese Vorgehensweise die Beschreibung eines Madchens
heran:
Ich habe mit Zahlenpldttchen probiert. Da ging das Umlegen ziemlich schnell. Nach einigen
Versuchen sah ich ungefdhr, wie ich weiterlegen mufite [sic]. Aber dann mufte [sic] ich doch

noch einmal umlegen. Wenn man die linke und die rechte Seite beim Stern vertauscht, miifSte
[sic] es noch mehr L6sungen geben. Ja, das miifSte [sic] klappen. (S. 254)

Diese Vorgehensweise ist flir ein Kind aus der Grundschule wenig (iberraschend. Grundschi-
lerinnen und Grundschiiler bendtigen beim Bearbeiten von Aufgaben haufig noch eine visuelle
Darstellung oder gegenstandlich-praktische Tatigkeiten. Trotzdem konnte der Autor beobach-
ten, dass relativ wenige Kinder die Stern-Aufgabe mithilfe dieser Vorgehensweise l6sten. Er
vermutet, dass Erfahrungen aus dem Mathematikunterricht der dritten und vierten Schulstufe
eine Rolle spielten. Laut ihm neigen viele Lehrerinnen und Lehrer dazu, eher den leistungs-
schwacheren Schiilerinnen und Schiilern Anschauungsmaterial als Unterstiitzung anzubieten.
Begabte Kinder versuchen demnach, ohne dieses Material auszukommen. Kapnick (1998, S.
254) lehnt diese Ansicht allerdings ab. Das Beherrschen des Wechselns zwischen den drei Re-
prasentationsebenen sieht er als eine besondere Leistung in der Mathematik. Dadurch kon-
nen oft erst mathematische Zusammenhange verstanden und Strukturen erkannt werden.
Wie in 2.2.2 beschrieben, kann die Fahigkeit, zwischen den Reprasentationsebenen wechseln
zu kénnen, unter anderem ein Merkmal fiir eine mathematische Begabung sein. Auch das
Madchen, dessen Aussage im obigen Text wiedergegeben wurde, konnte durch das Verwen-
den von Plattchen Einsichten in mathematische Zusammenhange bekommen. Aufgrund von
Symmetriebetrachtungen konnte es zu verschiedenen Lésungen kommen. Das Madchen ver-
wendete im Zuge anderer Aufgaben dieselbe Vorgehensweise, da es dadurch immer zu einer

oder mehreren Losungen gelangen konnte.

Zusammenfassend lasst sich feststellen, dass bei dem Lernstilkonzept, welches in 3.5.1 be-
schrieben wurde, die Personlichkeit ganzheitlich betrachtet wird. Dies kann als besonders po-
sitiv gesehen werden. Sowohl bei Kapnick (1998) als auch bei Grogeroc (1997) stehen die In-
formationsaufnahme und -verarbeitung im Mittelpunkt. In diesem Prozess spielen einerseits
die kognitiven Fahigkeiten, aber auch die individuellen Persénlichkeitseigenschaften der Kin-
der eine wichtige Rolle. Betreffend des Lernstilkonzepts nach Grogeroc (1997) kénnen Ahn-
lichkeiten zu Kapnicks eben behandelten Erkenntnissen festgestellt werden. Fuchs (2006, S.
104) ist der Meinung, dass das systematische Vorgehen nach Kapnick (1998, S. 254) dem kon-

kret-systematischen oder abstrakt-systematischen Lernstil nach Grogeroc (1997) entspricht.
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Beide Autoren nannten folgende Merkmale der Kinder: Sie arbeiten sehr ordentlich und ge-
wissenhaft und sind gut organisiert. Immer wieder bitten sie um Erklarungen oder genauere
Instruktionen, weil sie alles richtig machen wollen. In ihrer Art sind sie eher introvertiert und
ruhig. Zur Vorgehensweise des intuitiven Vortastens nach Kapnick (1998, S. 253) passt der
konkret-assoziative Lernstil nach Grogeroc (1997) gut. Auch hier kdnnen wieder Gemeinsam-
keiten festgestellt werden. Beide Autoren beschreiben das Arbeiten der Kinder als besonders
schnell, spontan und kreativ. Genauso sind die Lernenden sehr eigensinnig, haben viel Energie
und neigen zu einer gewissen Unordnung. Diese Ahnlichkeiten, die sich zwischen den Lernstil-
typen und den Vorgehensweisen ergeben, kénnen jedoch nicht verallgemeinert werden. Denn
jedes Kind ist einzigartig und lernt auf individuelle Weise, weshalb es nie einem bestimmten

Lerntyp oder einer bestimmten Vorgehensweise zugeordnet werden kann.

Fuchs (2006, S. 106f) hat die Erkenntnisse nach Kdpnick (1998) und Grogeroc (1997) in folgen-
den Abbildungen noch einmal zusammengefasst. So werden die einzelnen Merkmale, die ma-
thematisch begabte Kinder bei den verschiedenen Vorgehensweisen bei Problemléseaufga-
ben zeigen, noch einmal im Uberblick dargestellt. Dabei geht die Autorin auf die Informations-
aufnahme und -verarbeitung, die bevorzugte Handlungsebene, die mathematische Sensibili-
tat, die Art und Weise der Losungsdarstellung und -kontrolle, die allgemeinen Personlichkeits-

eigenschaften und die emotionale Selbstregulation ein.

Abbildung 18: Zusammenfassung der Aussagen von Kdpnick (1998) und Grogeroc (1997) (Fuchs, 2006, S. 106)
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Abbildung 19: Zusammenfassung der Aussagen von Kdpnick (1998) und Grogeroc (1997) (Fuchs, 2006, S. 107)
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4 Forderung mathematisch begabter Grundschulkinder

Nachdem eine mathematische Begabung bei einem Kind diagnostiziert worden ist, spielt die
Forderung dieser eine zentrale Rolle in der Schule. Lehrerinnen und Lehrer haben die Aufgabe,
diesen Schiilerinnen und Schiilern Lernangebote zu stellen, bei denen ihre Begabung optimal
gefordert wird. Warum das notwendig ist und wie dies auch wahrend des Regelunterrichts

gelingen kann, wird in den nachfolgenden Kapiteln beschrieben.

4.1 Notwendigkeit der Forderung mathematisch begabter Grundschulkinder

Zuallererst werden Griinde fiir die Forderung einer mathematischen Begabung beschrieben.
Den ersten Grund beschreibt Bauersfeld (2006, S. 82f). Untersuchungen zur Diagnose und For-
derung von mathematisch begabten Grundschulkindern haben eine deutliche Ahnlichkeit zum
Umgang mit leistungsschwachen Schiilerinnen und Schilern im Mathematikunterricht ge-
zeigt. Er meint, dass sich sowohl leistungsstarke als auch leistungsschwache Kinder im Unter-
richt teilweise ausgegrenzt flihlen. Jene Kinder, die mit ihren hohen Leistungen (iberzeugen,
werden oft aus der Gemeinschaft ausgeschlossen, weil sie immer alles perfekt und richtig ma-
chen wollen. Die anderen Lernenden, die eher schwache Leistungen erbringen, werden nicht
integriert, da sie ihre Aufgaben falsch machen.

Beide machen Fehler, was zu defizitverursachenden Vermeidungsstrategien oder gar zur Ver-

weigerung der entsprechenden Lernanspriiche fiihren kann. Beide haben daher Probleme mit

ihrem Selbstkonzept, d.h. in beiden Fdllen besteht die Schwierigkeit das Verhdiltnis zu sich selbst

und zu anderen zu ordnen und zu stabilisieren. Und das heifst insbesondere, mit den eigenen
Schwdchen und Stérken sinnvoll zurechtkommen zu kénnen. (Bauersfeld, 2006, S. 82)

Sowohl leistungsschwache als auch leistungsstarke Kinder benétigen ein kooperatives Umfeld,
in dem sie konstruktive Erfahrungen in einer sachlichen Auseinandersetzung mit der Welt

sammeln und ihnen bewusst gemacht wird, dass sie mit ihren Bedenken nicht alleine sind.

Obwohl die Férderung einer Begabung grundsatzlich moglichst friih beginnen sollte, gilt dies
bei einer mathematischen Begabung nicht. Mit dem Befund, Grundschulkinder fiir mathema-
tisch begabt zu erklaren, sollten sich Lehrerinnen und Lehrer, aber auch Erziehungsberechtigte
etwas Zeit lassen. Die Griinde daflir wurden bereits in Kapitel 3 erlautert. Werden die Schiile-
rinnen und Schiler zu friih geférdert, entwickeln sich eventuell Defizite oder einseitige Star-
ken, deren Entwicklung durch eine optimale Férderung vermieden werden kann (vgl. Bauers-
feld, 2006, S. 84).
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Dennoch spielt die Férderung von mathematisch begabten Kindern eine wichtige Rolle, um
Unterforderung zu vermeiden. Wird die Begabung zu spat erkannt und geférdert, kann sich
dies wiederum negativ auf die Entwicklung des Kindes auswirken (vgl. Bardy, 2007, S. 114).
Der richtige Zeitpunkt fir die Diagnose und Foérderung einer mathematischen Begabung ist

also nicht eindeutig festlegbar.

4.2 Ziele der Férderung mathematisch begabter Grundschulkinder

Natdlrlich sollen durch die Férderung mathematisch begabter Grundschiilerinnen und Grund-
schiiler Ziele angestrebt werden, die im Zuge der Férderung auch erreicht werden kénnen.
Welche allgemeinen Ziele dabei eine zentrale Rolle spielen, beschreibt Bardy (2007, S. 117)

folgendermaRen:

o Jene Kinder, die im Mathematikunterricht unterfordert beziehungsweise vielleicht so-

gar gelangweilt sind, sollen gefordert werden.

o DerSpal3, den sie im Umgang mit Zahlen zeigen, soll beibehalten beziehungsweise aus-

geweitet werden.

o Die Freude, Problemléseaufgaben zu bearbeiten, sollte bei den Kindern geweckt wer-
den und aufrechterhalten bleiben. Denn gerade diese Aufgaben fordern die Schiilerin-

nen und Schiiler heraus und ihre mathematischen Fahigkeiten werden beansprucht.

o Die Kinder sollen durch anspruchsvolle Aufgaben, bei denen sie nicht sofort zu einer
Losung kommen beziehungsweise die mehrere Losungen zulassen, an Ausdauer und

Beharrlichkeit gewinnen.
o Die vorhandene, intrinsische Motivation soll erhalten bleiben.
o lhreintellektuelle Neugierde soll geweckt werden.
o Die Kreativitat und Fantasie der Schiilerinnen und Schiler soll geférdert werden.

o Die begabten Kinder sollen die Erfahrung machen, dass das Arbeiten mit der Partnerin
oder dem Partner oder innerhalb einer Gruppe Vorteile mit sich bringt. Sie kdnnen
beispielsweise gemeinsam (iber Losungen diskutieren und sich andere Losungswege

Uberlegen.

Bardy (2007, S. 117) legt fest, dass diese allgemein formulierten Ziele angestrebt werden sol-
len, um die Schilerinnen und Schiiler in ihren Fahigkeiten zu férdern. Er erwahnt ausdriicklich,
dass es ihm bei den allgemeinen Zielen und bei den, im weiteren Text formulierten, speziellen

Zielen nicht darum gehe, aus zehn Prozent der Kinder spater einmal Mathematikerinnen und
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Mathematiker zu machen, sondern den begabten Kindern eine tiefere Auseinandersetzung
mit Themenbereichen der Mathematik zu erméglichen. Dabei steht die allgemeine Person-

lichkeitsentwicklung im Vordergrund.

Neben den allgemeinen Zielen beschreibt Bardy (2007, S. 118) auch spezielle Ziele, die von
Lehrpersonen zur Forderung mathematisch begabter Grundschiilerinnen und Grundschiler

angestrebt werden sollen. Diese werden im Folgenden punktuell aufgelistet:

o Der Einsatz von heuristischen Hilfsmitteln, wie beispielsweise von Tabellen oder infor-

mativen Skizzen, soll geférdert werden.

o Allgemeine Strategien, wie zum Beispiel das systematische Probieren oder das Fest-
halten von problemldserelevanten Beziehungen zwischen Gleichungen, sollen gelehrt

werden.
o Weiters ist wichtig, das logische Denken durch spezielle Aufgaben zu férdern.
o Auch die Argumentation und Begriindung von Losungswegen soll unterstitzt werden.
o Lehrerinnen und Lehrer sollen die Kinder zum mathematischen Beweisen hinfiihren.

o Genauso sollen sie das Erkennen von Strukturen und Beziehungen und das Abstrahie-

ren fordern.

o Zu guter Letzt hat die Forderung des raumlichen Vorstellungsvermoégens eine beson-

dere Relevanz.

In Bezug auf die Liste der spezifischen Fahigkeiten ist zu tiberdenken, ob die Forderung des
logischen Denkens separat aufgelistet werden muss. Die Fahigkeit des logischen Denkens ist
eher ein Uberbegriff fiir die anderen, genannten Fihigkeiten. Logisches Denken wird also na-
hezu in jedem Bereich der Mathematik benotigt, um beispielsweise Strukturen zu erkennen

und Verallgemeinerungen aufzustellen.

4.3 ForderungsmaRBnahmen bei mathematisch begabten Grundschulkindern

Wie bereits erwahnt, ist wichtig, dass alle Schilerinnen und Schiiler in ihren Starken und
Schwachen optimal geférdert werden. Mathematisch begabte Kinder miissen also vor allem
in jenen Bereichen unterstiitzt werden, in denen sie besonders hohe mathematische Leistun-
gen aufweisen. Anzustreben sind dabei jene Ziele, die in 4.2 beschrieben wurden. Férderungs-
maRknahmen wie Akzeleration und Enrichment, Integration und Segregation oder Differenzie-

rung und Individualisierung kdnnen gesetzt werden. Was darunter verstanden wird und wie
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Lehrpersonen diese MalRnahmen fir die Begabtenférderung umsetzen kénnen, wird in den

folgenden Kapiteln naher erldutert.

4.3.1 Integration und Segregation

Vorerst geht es um die Frage, ob mathematisch begabte Kinder eher innerhalb oder auBerhalb
des Klassenunterrichts geférdert werden sollten. Fast (2005, S. 93f) beschreibt in diesem Zu-
sammenhang, dass Kinder grundsatzlich mehr von einem auf das Verstandnis von Zusammen-
hangen aufbauenden Unterricht profitieren. Sie ist der Meinung, dass der Qualitat des Unter-
richts ein deutlich hoherer Stellenwert zuzuschreiben ist, als den verschiedenen duReren Dif-
ferenzierungen, wie beispielsweise das Unterrichten von begabten Kindern in einem anderen
Raum. Diese Form des Unterrichts wird auch als Segregation bezeichnet. Lehrerinnen und Leh-
rer sollen daher viel Zeit in die Planung der Vermittlung des Lehrstoffes investieren, um eine
optimale Begabungsforderung zu gewahrleisten und auch die mathematisch begabten Kinder
innerhalb des Klassenverbandes unterrichten zu kdnnen. Gegen Segregation spricht, dass die
Diagnose von begabten Schiilerinnen und Schiilern im zu frilhen Alter etwas umstritten ist.
Denn, wie bereits in 3.2 erwahnt, ist die Diagnose einer mathematischen Begabung vor allem
in der ersten und zweiten Schulstufe schwierig, da Kinder in diesem Alter einer starken Ent-
wicklung ihrer Interessen ausgesetzt sind. Daher ist eine optimale Férderung in verschiede-
nen, mathematischen Bereichen sinnvoll und notwendig. Durch eine integrative Forderung
kénnen Begabungen der Kinder zum Vorschein kommen, die sich durch zu friihe Segregation

eventuell nicht entwickelt hatten.

So ist es fiir eine Lehrperson wichtig, allen Kindern eine optimale Férderung ihrer Starken zu
gewdhren, indem unterschiedliche Vorgehensweisen beim Losen eines Problems zugelassen
und den Kindern auch Inhalte angeboten werden, die in ihrem Interessensgebiet liegen.
Dadurch wird es moglich, potentiell mathematisch begabte Kinder zu fordern. Festzustellen
ist daher, dass das gemeinsame Lernen und Arbeiten wahrend des Unterrichts weitaus forder-
licher fiir die Auspragung einer mathematischen Begabung ist, als das getrennte Unterrichten
dieser Kinder in einem anderen Raum. Durch die integrative Férderung fallen die duReren Or-
ganisations- und Selektionsrichtlinien weg und Schiilerinnen und Schiler kénnen ihre mathe-
matische Begabung durch einen strukturierten und professionell geplanten Unterricht entwi-
ckeln (vgl. Fast, 2005, S. 94f).

4.3.2 Differenzierung und Individualisierung

Da eine integrative Forderung, wie bereits im vorigen Kapitel erwahnt, fiir die Entwicklung von

Begabungen effizienter ist, muss die Lehrperson nun herausfinden, in welcher Weise das Ler-
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nen wahrend des Unterrichts bei mathematisch begabten Kindern stattfinden soll. Differen-
zierung und Individualisierung ermoglichen begabungsférdernde Lernsituationen. Diese gelin-
gen umso besser, je mehr die verschiedenen Erfahrungen, Zugangsweisen und Losungswege

der Schiilerinnen und Schiiler als Ressourcen erkannt werden (vgl. Fast, 2005, S. 95).

Unter Differenzierung werden alle ,,organisatorischen, didaktischen und methodischen MaR-
nahmen” (Grundsatzerlass zur Begabungs- und Begabtenférderung, 2017) verstanden. Durch
diese MalRinahmen werden fir die Kinder unterschiedliche Lernsituationen geschaffen. Schii-
lerinnen und Schiiler lernen beispielsweise verschiedene methodische Zugange zu einem be-
stimmten Lerninhalt und dirfen sich in verschiedenen Umgebungen mit einem Thema ausei-
nandersetzen. Genauso ermoglicht Differenzierung eine flexible Gruppierung der Lernenden.
Kriterien fir diese Form der Foérderung sind beispielsweise die Lernfihigkeit, die Lernge-
schwindigkeit, die Motivation und Leistungsbereitschaft, das Interesse, die Begabungen und

die Arbeitsweisen (vgl. Grundsatzerlass zur Begabungs- und Begabtenférderung, 2017).

Bei Individualisierung wird die Individuallage der Schiilerinnen und Schiiler berticksichtigt.
Lehrerinnen und Lehrer stellen Uberlegungen zu methodischen, personellen, strukturellen
und materiellen Hilfestellungen fiir Kinder zur Bewaltigung des Lerninhaltes an. Methodische
Unterstltzungsmalinahmen sind beispielsweise die Visualisierung von Vorgangen mithilfe von
Bildkarten oder Ablaufplanen. Werden Schilerinnen und Schiiler personell unterstiitzt, so be-
kommen sie eine Tutorin oder einen Tutor, der individuell auf ihre Schwachen beziehungs-
weise Starken eingeht. Unter strukturellen Hilfestellungen werden Tages- oder Wochenplane
verstanden. Eine materielle Unterstlitzung kann in Form von Lernkarteien oder Worterbi-

chern gegeben sein (vgl. Stadtschulrat fir Wien, 2007).

Sowohl Individualisierung als auch Differenzierung sind in einem offenen Unterricht wesent-
lich besser umzusetzen. Bei Freiarbeiten oder einem Stationenbetrieb kénnen Lehrerinnen
und Lehrer genauer auf die Bedirfnisse der Kinder eingehen und sie in ihren Starken und

Schwachen durch gezielte MalBnahmen unterstiitzen und férdern.

4.3.3 Akzeleration und Enrichment

Akzeleration und Enrichment sind Formen von Individualisierung. In diesen individualisierten
Wissenserwerbsprozessen libernimmt die Lehrperson die Rolle als Lernberaterin oder Lern-
berater beziehungsweise Mentorin oder Mentor. Sie ermoglicht weitere Lernfortschritte, be-
gleitet die Schiilerinnen und Schiiler reflexiv und gibt kontinuierliche Riickmeldungen. Unter
Akzeleration wird das schnellere Durchlaufen der Schullaufbahn verstanden. Akzeleration eig-

net sich vor allem dann, wenn das Unterrichtsangebot an das geistige Entwicklungsalter der
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begabten Kinder angepasst wird. Durch diese FérderungsmalBnahme kdnnen begabte Schiile-
rinnen und Schiiler beispielsweise friihzeitig eingeschult werden, eine Schulstufe Gbersprin-
gen oder an,,Pullout”-Programmen, die in den nachfolgenden Kapiteln noch genauer erldutert
werden, teilnehmen. Vor allem das Uberspringen einer Schulstufe, aber auch eine vorzeitige
Einschulung bediirfen einem schnelleren Voranschreiten in den Pflichtgegenstanden, zusatz-
lichen BegleitmaRnahmen und einer starkeren Kooperation der beteiligten Kinder, Lehrperso-
nen und Eltern. Denn der Unterricht in einer hoheren Schulstufe ist nicht an die Leistungsfa-
higkeit und die Lernbediirfnisse des begabten Kindes angepasst. Um dennoch die MalRhahme
von Akzeleration setzen zu kénnen, beschreibt das Bundesministerium fiir Bildung, Wissen-
schaft und Forschung im Grundsatzerlass zur Begabungs- und Begabtenférderung (2017) fol-
gende padagogische Mallnahmen, die bei jeder Schiilerin oder jedem Schiiler individuell ge-

setzt werden kdonnen:

o Mithilfe des Curriculum Compactings wird ein schnelleres Durchnehmen und Anpassen

des Lehrstoffes moglich.

o Contracting ist eine inoffizielle Vereinbarung zwischen der Klassenlehrperson und der
Schiilerin oder dem Schiiler in Bezug auf den individuellen Lernprozess. Diese Lernziel-
vereinbarungen werden auf freiwilliger Basis getroffen. Sie haben jedoch nichts mit

den Leistungsfeststellungen und der Leistungsbeurteilung zu tun.

Fast (2005, S. 90f) empfindet das Uberspringen einer Schulstufe nur dann als sinnvoll, wenn
das begabte Kind in allen Unterrichtsgegenstanden eine hohe Leistungsfahigkeit aufweist. Ist
ein Kind beispielsweise nur im mathematischen Bereich besonders begabt und zeigt in den
anderen Unterrichtsfachern lediglich durchschnittliche Leistungen, ist das Uberspringen einer
Klasse nicht geeignet. In diesem Fall rat sie eher zu einem schnelleren Fortschreiten des ma-
thematischen Lehrstoffes. Hat die Lehrperson den Lehrstoff in Mathematik mit diesem Kind
bereits behandelt, so bleiben zwei Moglichkeiten offen: Einerseits kann der Lehrstoff der Se-
kundarstufe vorgezogen und dem Kind individuell gelehrt werden. In diesem Fall er6ffnet sich
die Moglichkeit, auch friihzeitig die Reifepriifung in Mathematik zu absolvieren und in diesem
Fach eine tertidre Bildungseinrichtung zu besuchen. Andererseits kann durch das schnellere
Bearbeiten des Lehrstoffes der Primarstufe eine tiefere Auseinandersetzung mit mathemati-

schen Inhalten wahrend des Unterrichts stattfinden.

Das Vertiefen und Erweitern des Lehrstoffes wird Enrichment genannt. Bei dieser Forderungs-
malRknahme kann sich das Unterrichtsangebot nach den Bediirfnissen und Interessen der be-
gabten Schilerinnen und Schiiler richten. Dabei werden immer noch Themen aus dem Lehr-

plan der Volksschule behandelt, allerdings findet die Auseinandersetzung mit diesen in einem
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vertieften Ausmal statt (vgl. Grundsatzerlass zur Begabungs- und Begabtenférderung, 2017).
Bei der FoérderungsmaBBnahme von Enrichment haben die Kinder die Mdglichkeit, ungewohnte
Denkprozesse und Zugiange zu mathematischen Problemen zuzulassen. Aufgabenstellungen
zu Themen, welche begabte Kinder interessieren, sind fiir sie ein Anreiz, diese richtig zu l6sen
(vgl. Fast, 2005, S. 91).

Im Schulalltag erweist sich die Kombination dieser beiden Férderungsmafinahmen haufig am
sinnvollsten. Welche Form der Férderung fiir das Kind am besten ist, muss die Lehrperson

selbst entscheiden, da jedes Kind individuelle Bediirfnisse und Interessen hat.

4.3.4 Mogliche Organisationsformen der Férderung bei einer vorliegenden mathe-

matischen Begabung

Welche Moglichkeiten Lehrpersonen in Bezug auf die Organisationsformen haben, um mathe-
matisch begabte Grundschulkinder in der Schule férdern zu kénnen, stellt Bardy (2007, S.
118ff) vor. Er sieht sogenannte ,Pullout”“-Programme als sinnvoll, bei denen jene Kinder ein-
oder mehrmals pro Woche stundenweise ihre Klasse verlassen, um selbststiandig oder mit ei-
ner anderen Lehrperson den eigenen Interessen nachzugehen oder innerhalb einer kleinen
Gruppe ein bestimmtes Thema in einem Fach im ,resource-room” zu bearbeiten. Unter einem
»Pullout”“-Programm versteht sich ein spezielles Foérderprogramm fiir mathematisch begabte
Schilerinnen und Schiiler, die normalerweise wahrend des Regelunterrichts stundenweise
aus der Klasse genommen werden, um an einem fir sie interessanten Bereich zu arbeiten. Die
Lerninhalte gehen meist Uber den verpflichtenden Lehrstoff hinaus. Weiters zieht Bardy
(2007, S. 118ff) in Erwdgung, mathematisch begabte Kinder in der reguldren Klasse zu unter-
richten, wobei sie zusatzlich zum Unterricht die Moglichkeit bekommen, an einem ,,Pullout”-
Programm teilzunehmen. Genauso beschreibt er, dass begabte Schiilerinnen und Schiiler in
der eigenen Klasse unterrichtet werden, zusatzlich aber an Kursen teilnehmen oder Themen
in Arbeitsgemeinschaften bearbeiten konnen. Zuletzt stellt er die Moglichkeit vor, begabte
Schilerinnen und Schiiler in der Klasse mit binnendifferenziertem (Gruppen-)Unterricht zu
fordern. Dabei kann individuell auf ihre Interessen und Fahigkeiten eingegangen werden. Eine
Wochenplanarbeit oder Lernwerkstatten haben sich als mégliche Organisationsformen, die im

Unterricht fiir alle Schillerinnen und Schiiler differenziert eingesetzt werden kénnen, bewahrt.

Wichtig ist auBerdem, dass im Mathematikunterricht der Grundschule der Wechsel zwischen
selbststandigem, individuellem und kooperativem Arbeiten stattfindet. Die Kinder sollen die
Moglichkeit bekommen, ein mathematisches Problem zu l16sen, bestimmte Themen zu erfor-
schen und zu neuen Erkenntnissen zu gelangen. Das gemeinschaftliche Lernen sollte dabei im

Vordergrund stehen, um die sozialen Kompetenzen der Schiilerinnen und Schiiler zu férdern.
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Die sozialen Kontakte zu ihren gleichaltrigen Mitschiilerinnen und Mitschilern sind insbeson-
dere fir begabte Kinder von groRRer Bedeutung, da sie dadurch auch andere Interessen, Vor-
stellungen und Werte kennenlernen beziehungsweise zu akzeptieren lernen (vgl. Bardy, 2007,
S. 120).
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5 Konkrete Beispiele aus der Praxis zur Forderung einer ma-
thematischen Begabung

Im Folgenden werden mogliche FérderungsmaRnahmen fiir mathematisch begabte Schiilerin-
nen und Schiiler, die sich unter anderem auf die in 4.2 formulierten allgemeinen und speziel-
len Ziele stiitzen, vorgestellt. Einerseits wird der theoretische Rahmen zu den Férderschwer-
punkten erlautert, andererseits werden aber auch konkrete Beispiele aus der Praxis beschrie-
ben, um diese Schwerpunkte zu fordern. Aufgabenbeispiele fiir die Forderung des logischen
Denkens und der Kreativitat werden nicht erlautert, da diese beiden Fahigkeiten ohnedies
durch die anderen, offenen Aufgabenstellungen, die im Zuge der Schwerpunkte beschrieben
werden, gefordert werden. Neben den speziellen Unterstitzungsmallnamen werden auch au-
Rerschulische Standorte vorgestellt, die mit begabten Schilerinnen und Schiilern, aber auch

mit der gesamten Klasse besucht werden kdénnen.

5.1 Forderschwerpunkt: Einsatz von heuristischen Hilfsmitteln

Hartkopf (1964, S. 16f) versteht unter dem Begriff Heuristik die Lehre der Wege, die zulassen,
wissenschaftliche Erkenntnisse zu gewinnen. Heuristik ist ein Teilgebiet der Methodentheorie.
Die Methoden werden dabei durch ein Ziel, eine Aufgabe oder einen Zweck bestimmt. Ist die
Heuristik systematisch aufgebaut, so benoétigt sie als Grundlage eine Problemtheorie. Diese
Theorie beschaftigt sich mit den Problemen im Allgemeinen, ihren Strukturen, der Art der
Problemstellung, Problementstehung und -I6sung und der Funktion der Probleme. Nach Pélya
(1964) beschaftigt sich Heuristik ,,mit dem Losen von Aufgaben. Zu ihren spezifischen Zielen
gehort es, in allgemeiner Formulierung die Griinde herauszustellen fiir die Auswahl derjenigen
Momente bei einem Problem, deren Untersuchung uns bei der Auffindung der L6sung helfen
konnte.” (S. 5) Der Autor macht das Losen von Problemen beziehungsweise Aufgabenstellun-
gen in Bezug auf Heuristik zum Thema. Pélya (1967) beschreibt einen Rahmenplan zur Lésung

von mathematischen Problemen, welcher sich in vier Phasen gliedert:

In der ersten Phase steht das Verstehen der Aufgabe im Vordergrund. Fragen wie ,,Was ist
unbekannt?“, ,Was ist gegeben?” oder ,Welche Bedingung muss erfillt werden?” werden

sich gestellt.

Die zweite Phase beschaftigt sich mit dem Ausdenken eines Plans. Dabei wird Gberprift, ob
solch eine Aufgabe schon einmal in dhnlicher Form zu bearbeiten war. Um dies herauszufin-

den, wird auf das Vorwissen zurlickgegriffen.
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In der dritten Phase wird der Plan, der in der zweiten Phase aufgestellt wurde, durchgefiihrt.

Dabei ist auf eine genaue Kontrolle der einzelnen Losungsschritte zu achten.

In der vierten und letzten Phase findet eine Riickschau statt. Das erreichte Ergebnis soll kon-
trolliert werden. Des Weiteren werden Verknlipfungen zu anderen, dhnlichen Problemen her-

gestellt.

Heuristische Vorgehensweisen, auch Heurismen genannt, kénnen vor allem in der zweiten
Phase nach Pdyla (1967) als Unterstiitzung dienen. Teilweise kdnnen sie auch schon in der
ersten Phase zur Verwendung kommen. Ein Merkmal von Heurismen ist, dass sie von spezifi-
schen Inhalten der zu 16senden mathematischen Problemstellungen unabhangig sind und als
Unterstiitzung beim Finden von Ideen und Ansatzen dienen sollen. Heurismen kénnen in heu-
ristische Hilfsmittel, heuristische Strategien und heuristische Prinzipien unterteilt werden (vgl.
Konig, 1992, S. 24ff). Heuristische Hilfsmittel sind beispielsweise Skizzen, Tabellen oder Lege-
material. Unter heuristische Strategien fallen das systematische Probieren, das Vorwarts- oder
Rickwartsarbeiten oder das Umstrukturieren eines Problems. Heuristische Prinzipien sind das
Analogie-, Invarianz- oder Extremalprinzip (vgl. BIFIE, 2013, S. 22). Auf heuristische Strategien

und Prinzipien wird im nachfolgenden Kapitel ndher eingegangen.

Heuristische Hilfsmittel sollen Schiilerinnen und Schiilern eine Unterstlitzung bei der Bearbei-
tung von mathematischen Aufgaben bieten. Dabei ist wichtig, dass sie sich diese aneignen und
in weiterer Folge auch anwenden kdnnen. Begabte Grundschiilerinnen und Grundschiiler ge-
hen beim Losen mathematischer Problemstellungen haufig von ganz alleine heuristisch vor,
dennoch sollten die Kinder einen Einblick in alle Vorgehensweisen bekommen, um sich letzt-
lich flr die individuell praktischste zu entscheiden. Die Anwendung von heuristischen Vorge-
hensweisen sollte schlielich dazu fihren, dass sich Schiilerinnen und Schiiler selbststandig
mit mathematischen Problemldseaufgaben auseinandersetzen und sich Fragen stellen oder
Impulse geben, wodurch sie ihre geistigen Tatigkeiten selbst zu steuern lernen (vgl. Konig,
1992, S. 24ff).

Welche heuristischen Hilfsmittel fiir die Bearbeitung einer Problemléseaufgabe von groRRer
Bedeutung sind, beschreibt Kénig (2005, S. 48) naher. In der ersten Phase, in welcher der
Schwerpunkt auf dem Verstehen der Aufgabe liegt, kénnen das Einfiihren von zweckmaRigen
Bezeichnungen oder die Uberfiihrung von der Wortsprache in eine passende Symbolsprache
hilfreich sein. Kinder sollen beispielsweise erfahren, dass Buchstaben als Abklirzung fiir Na-
men, Berufe oder nicht bekannte Zahlen (Variablen) verwendet werden kdnnen. Die unbe-

kannten Informationen kénnen anschlieRend in Gleichungen oder Ungleichungen mithilfe der
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Abkilrzungen wiedergegeben werden. Genauso kann die Tabelle als heuristisches Hilfsmittel
vielfiltig eingesetzt werden. Konig (1992) beschreibt folgende Funktionen einer Tabelle:
a) Entdecken oder Uberpriifen von funktionalen Zusammenhdéngen oder anderen Beziehun-
gen zwischen Zahlen oder GréfSen;

b) Hilfe beim systematischen Erfassen aller méglichen Fdlle oder dem Ausschlief3en aller nicht
méglichen Fiille;

c) Abspeichern der Aufgabenstellung durch iibersichtliches Festhalten der gegebenen und der
gesuchten Gréfien bzw. von gegebenen Beziehungen oder Zusammenhdngen;

d) Hilfe beim Finden und Festhalten eines L6sungsplans. (S. 35)
Konig (1992, S. 35) beschreibt weitere wichtige heuristische Hilfsmittel, wie beispielsweise
Skizzen oder informative Figuren. Mithilfe dieser Mittel kann eine Problemaufgabe veran-
schaulicht werden. In der ersten Phase, bei der das Verstehen der Aufgabe im Vordergrund
steht, werden Bezeichnungen und Informationen Uber das Gefragte und Gegebene in einer
Skizze dargestellt. In der zweiten Phase kommen Skizzen oder informative Figuren zum Ein-

satz, um eine Losung zu finden beziehungsweise die Losungsschritte zu notieren.

Um begabten Kindern den Einsatz von heuristischen Hilfsmitteln ndherzubringen, werden im

Folgenden Aufgaben vorgestellt, bei denen sie jene anwenden kénnen.
1. Aufgabenbeispiel: Reise nach Spanien

Familie Huber fahrt mit dem Auto nach Spanien. Am ersten Tag legt sie 689km zurlick. Am
Abend des ersten Tages sagt die Mama: ,,Wenn wir morgen noch 733km fahren, dann haben
wir drei Viertel der Strecke bereits geschafft.” Wie lange ist die gesamte Fahrstrecke? (vgl.
BIFIE, 2013, S. 29)

Bei diesem Aufgabenbeispiel ist sinnvoll, eine Skizze anzufertigen, um die Aufgabenstellung
besser zu verstehen und nachzuvollziehen. Dafiir wird eine Strecke mit vier Teilabschnitten
skizziert. Um zu einer Losung zu kommen, miissen sich die Lernenden zuerst ausrechnen, wie
viele Kilometer sie nach dem zweiten Reisetag zurlickgelegt haben, also 689km + 733km =
1 422km. Drei Viertel der Strecke sind daher 1 422km. Um ein Viertel der Strecke bestimmen
zu kdénnen, muss 1 422: 3 gerechnet werden. Das Ergebnis betragt 474km. Die Gesamtstrecke
ergibt sich aus dem Viertel der Strecke, namlich 474km, und den bereits zurlickgelegten drei
Vierteln, ndamlich 1 422km. 1 422km + 474km = 1 896km, die gesamte Fahrstrecke ist da-
her 1 896km lang.
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2. Aufgabenbeispiel: Kérpergewicht

Stefans Mama ist doppelt so schwer wie Stefan. Sein Papa ist um 20kg schwerer als die Mama.

Alle drei zusammen wiegen 200kg. Wie schwer ist jedes Familienmitglied?

In diesem Fall bietet sich an, eine Tabelle anzulegen, in der alle wichtigen Informationen, die
aus dem Text hervorgehen, notiert werden. Dafiir kdnnten Kinder mit Zahlen beginnen, bei
denen eine Bedingung, namlich dass die Mama um 20kg weniger wiegt als der Papa, zutrifft.
Ausgehend von diesem Wissen arbeiten sich die Kinder voran und kommen letztlich zu dem
Ergebnis, dass die Mama 72kg, der Papa 92kg und Stefan 36kg wiegen miissen. Nachfolgend
ist die Vorgehensweise mithilfe einer Tabelle dargestellt (vgl. BIFIE, 2013, S. 31).

Gewicht der Mama 80kg 70kg 72kg

Gewicht des Papas 100kg 90kg 92kg

Gewicht von Stefan 20kg 40kg 36kg
Gesamtgewicht 200kg

Tabelle 1: Vorgehensweise beim Aufgabenbeispiel Kérpergewicht mithilfe einer Tabelle
3. Aufgabenbeispiel: Eisgeschdift

In einem Eisgeschaft werden die Eissorten Schokolade, Erdbeere, Vanille, Banane und Zitrone
verkauft. Lena mochte jeden Tag einen Becher mit drei Kugeln verschiedener Sorten probie-
ren. Wie viele Tage braucht sie, bis sie alle moglichen Kombinationen von drei verschiedenen

Eissorten probiert hat?

Ein moglicher Losungsweg ware, alle Eissorten mit ihren Anfangsbuchstaben abzukiirzen und
alle Kombinationsmoglichkeiten systematisch aufzuschreiben. Zuerst werden alle Kombinati-
onen mit der Eissorte Schokolade ausprobiert. Daraus ergibt sich Folgendes: SEV, SEB, SEZ,
SVB, SVZ, SBZ. AnschlieBend werden alle Moglichkeiten mit der Eissorte Erdbeere getestet,
die es bis jetzt noch nicht gab: EVB, EVZ, EBZ. Als letztes probiert das Madchen VBZ. Daraus
ergeben sich zehn verschiedene Kombinationsmoglichkeiten, was bedeutet, dass Lena zehn
Tage braucht, bis sie alle Mdglichkeiten von drei Eissorten gekostet hat. Um bei solchen Auf-
gabenbeispielen systematisch vorzugehen, benétigen die Kinder eventuell noch etwas Ubung

oder Unterstiitzung von der Lehrperson (vgl. Bardy, 2007, S. 131).
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5.2 Forderschwerpunkt: Allgemeine Strategien beziehungsweise Prinzipien

des Losens von Problemaufgaben

Was unter einer Problemldseaufgabe verstanden wird, wurde bereits in 2.2.4 genauer erlau-
tert. Bardy (2007) beschreibt folgende Strategien und Prinzipien, die mathematisch begabte
Schiilerinnen und Schiiler bereits selbststandig oder mithilfe einer Anleitung einsetzen, um

mathematische Problemaufgaben zu I6sen:
o ,systematisches Probieren,
o Vorwartsarbeiten,
o Ruckwartsarbeiten/Riickwartsrechnen,
o Umstrukturieren,
o Benutzen von Variablen,
o Suchen nach Beziehungen/Aufstellen von Gleichungen oder Ungleichungen,
o das Analogieprinzip,
o das Symmetrieprinzip,
o das Invarianzprinzip,
o das Extremalprinzip,

o das Zerlegungsprinzip.” (S. 139f)

5.2.1 Systematisches Probieren

Kinder, die eine Aufgabe mithilfe des systematischen Probierens l6sen, sollen dazu angeregt
werden, sich fir eine Reihenfolge, die alle moglichen Elemente beziehungsweise Falle in Er-
wagung zieht, zu entscheiden. Die Elemente oder Falle kénnen dabei Buchstaben, Zahlen, Zah-
lenpaare oder andere Zeichen sein. Eventuell ist auch notwendig, dass die begabten Schiile-
rinnen und Schiiler ein Ordnungsprinzip finden, wenn die Aufgabenstellung nicht schon eine
bestimmte Ordnung, wie zum Beispiel das Ordnen der Grofie nach, festlegt. Danach muss fiir
jedes Element oder jeden Fall geprift werden, ob die in der Aufgabe beschriebenen Bedin-
gungen eingehalten werden. Konnte dies kontrolliert werden, so ist die Uberpriifung aber
noch nicht zu Ende. Die Eindeutigkeit der Losung muss argumentativ begriindet oder durch
das Kontrollieren aller anderen Elemente oder Falle nachgewiesen beziehungsweise missen

alle weiteren Losungen gefunden werden (vgl. Bardy, 2007, S. 140).
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Aufgabenbeispiel: Im Puppentheater

Im Puppentheater waren viele Zuschauerinnen und Zuschauer. Die Halfte und eine Person
waren Kinder, ein Viertel und zwei Personen waren Mitter und ein Sechstel und drei Personen

waren Vater. Wie viele Kinder, Mitter und Vater waren im Theater?

Bevor Schiilerinnen und Schiiler eine Tabelle zum systematischen Probieren anlegen, ist not-
wendig zu Uberlegen, welche Gesamtanzahlen der Zuschauerinnen und Zuschauer Gberhaupt
in Frage kommen. Aufgrund der Angaben ,die Halfte”, ,ein Viertel” und ,ein Sechstel” muss
die Gesamtanzahl durch zwei, vier und sechs teilbar sein. Daher ist sinnvoll, die Aufgabe mit
Zahlen, die durch zwdlf teilbar sind, zu [6sen. Nun kann eine Tabelle angelegt werden. Dabei
werden je eine Spalte fir die Gesamtanzahl der Zuschauerinnen und Zuschauer, die Anzahl
der Kinder, der Miitter und der Vater und eine zur Kontrolle angelegt. In der folgenden Tabelle
wird versucht, das Aufgabenbeispiel zu 16sen, indem mit der Gesamtanzahl 120 begonnen

wird.

Gesamtanzahl der

Zuschauerinnen

Anzahl der Kinder

Anzahl der Mutter

Anzahl der Vater

Summe nach Auf-

und Zuschauer tellung
120 60+ 1=061 30+2 =32 20+3 =23 116
108 54+1=055 27+2=29 18+3 =21 105
96 48+ 1 =49 24+2 =26 16 +3 =19 94
84 42 +1 =43 21+2=23 14 +3 =17 83
72 36 +1=37 18+1=19 12+3 =15 72

Tabelle 2: Systematisches Probieren beim Aufgabenbeispiel: Im Puppentheater mithilfe einer Tabelle (vgl. Bardy, 2007, S.

146)

Diese Tabelle kann als Anlass genutzt werden, um mit mathematisch begabten Kindern {iber
die erkannten Zahlstrukturen zu sprechen. Dadurch sollen sie auch zur Erkenntnis kommen,
dass 72 die einzige Losung sein kann. Die Antwort auf die Frage der Aufgabenstellung lautet
also wie folgt: Im Puppentheater waren 37 Kinder, 19 Mutter und 15 Vater (vgl. Bardy, 2007,
S. 145f).
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5.2.2 Vorwartsarbeiten

Bei dieser Strategie ist eine Ausgangssituation gegeben und das Ziel wird angestrebt. Dabei
wird versucht, moglichst viele Eigenschaften {iber die Ausgangsituation ausfindig zu machen.
Typische Fragen, die Grundschulkindern beim Vorwartsarbeiten helfen, sind: ,,Was ist gege-
ben, was weild ich (iber das Gegebene? Was kann ich aus den Angaben ermitteln, ableiten,

schlussfolgern, berechnen?” (Grundschulunterricht Mathematik, 2019, S. 7)

Aufgabenbeispiel: Magisches Quadrat

Abbildung 20: Aufgabenbeispiel: Magisches Quadrat (BIFIE, 2013, S. 42)

In einem magischen Quadrat muss die Anordnung der Zahlen folgende Bedingung erfiillen:
Die Summen der Zahlen jeder Zeile, Spalte und Diagonale missen immer gleich groR sein. Bei
dem abgebildeten Aufgabenbeispiel muss die Summe immer 34 ergeben. Die Zahlen reichen

lickenlos von n=1 bis n?, also in diesem Fall von 1 bis 16.

Bei der Arbeit mit solchen Quadraten sollen die Kinder selbst auf die eben genannte Bedin-
gung kommen, indem ihnen fertig ausgefiillte Quadrate gezeigt werden. Dabei reflektieren sie
auch dariiber, ob verschiedene Anordnungen der Zahlen moglich sind. Genauso sollen sie her-
ausfinden, dass die Quadrate gedreht beziehungsweise gespiegelt werden kénnen, um unter-
schiedliche magische Quadrate mit denselben Zahlen zu erhalten (vgl. BIFIE, 2013, S. 61). Diese

verschiedenen Moglichkeiten sind in der folgenden Abbildung dargestellt.



5 Konkrete Beispiele aus der Praxis zur Férderung einer mathematischen Begabung 78

Abbildung 21: Unterschiedliche Anordnungen der Zahlen bei einem 3x3-Quadrat (BIFIE, 2013, S. 61)

5.2.3 Rickwairtsarbeiten/Riickwartsrechnen

Beim Riickwartsarbeiten ist die Endsituation gegeben. Dabei stellt sich die Frage, wo bezie-
hungsweise wie begonnen werden muss, um zur Endsituation zu gelangen. Bardy (2007) be-
schreibt folgende Fragen, die fiir das Ruickwartsarbeiten charakteristisch sind: ,Woraus lasst
sich die EndgrofRe unmittelbar berechnen? Woraus lasst sich die Behauptung unmittelbar ab-
leiten? Unter welchen Voraussetzungen stellt sich die Endsituation ein? Welche vorgdngigen
Situationen fihren zur Endsituation? Welche Hilfsmittel konnen dienlich sein?“ (S. 141). In der
Grundschule kommt meist eine besondere Form des Ruckwartsarbeitens vor, namlich das
Rickwartsrechnen. Die Endsituation ist dabei eine Zahl oder GroRRe. Wie die Endsituation er-
reicht werden kann, wird in der Aufgabenstellung beschrieben. Gesucht ist immer die Start-
zahl oder die GroRe, mit der begonnen werden muss. Im Folgenden wird ein Beispiel nach
Bardy (2007, S. 148) beschrieben, bei dem im Anschluss die Vorgehensweise des Rickwarts-

arbeitens angewendet wurde.
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1. Aufgabenbeispiel: Goldmiinzen

Ein Miller hinterlieB seinen drei SOhnen nach seinem Tod 24 Goldmiinzen. Jeder seiner Sohne
sollte so viele Miinzen erhalten, wie er vor flinf Jahren an Lebensjahren gezahlt hat. Der
jingste Bruder schlug vor: ,Ich behalte die Hélfte der Miinzen, die ich vom Vater bekommen
habe und verteile die andere Halfte gerecht an euch beide.” So soll auch der mittlere Bruder
nach einer neuen Verteilung und letztlich auch der dlteste Bruder nach einer neuen Verteilung
vorgehen. Die Briider stimmen dem jingsten zu. Somit haben am Ende alle drei Brider die-

selbe Anzahl an Goldmiinzen. Bestimme das Alter der Bruder!

Die Vorgehensweise eines Buben in Bardy (2007, S. 149) wird in der folgenden Abbildung dar-
gestellt:

Abbildung 22: Anwendung des Riickwaértsarbeiten mit der Vorgehensweise eines Buben zum Aufgabenbeispiel: Goldmiinzen
(Bardy, 2007, S. 149)

Der Bub wendet die Strategie des Riickwartsarbeitens an. Er geht von der vorgegebenen End-
situation, dass jeder gleich viele Miinzen hat, aus. Daraus ergibt sich die Anzahl der Miinzen
pro Person, also 24: 3 = 8. Er schaut sich den Zustand vor der Verteilung durch den dltesten
Bruder genau an. Dieser hat im Vergleich zum Endzustand doppelt so viele Goldmiinzen, also
16. Die acht zusatzlichen Minzen kommen jeweils zur Halfte vom jlingsten und vom mittleren
Bruder. Beide hatten daher vor der Verteilung je vier Miinzen. Bevor der mittlere Bruder seine
Miinzen verteilt hat, sah die Aufteilung so aus: 2; 8 (das Doppelte von 4); 14. Vor der Vertei-
lung durch den jlingsten Bruder sah sie folgendermalien aus: 4 (das Doppelte von 2); 7; 13.
Daraus kann auf das tatsachliche Alter der Briider geschlossen werden. Zu den Miinzen mis-

sen immer finf Jahre dazugezahlt werden, um auf das Alter zu kommen. Der jiingste Bruder
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ist daher neun, der mittlere Bruder zwolf und der dlteste Bruder 18 Jahre alt (vgl. Bardy, 2007,
S. 148f).

2. Aufgabenbeispiel: Zwetschken pfliicken

Stefan hat am Sonntag Zwetschken gepfllickt. Von Montag bis Freitag nimmt er jeden Tag drei
Stiick mit in die Schule. Am Samstag hat er noch zehn Zwetschken zu Hause. Wie viele

Zwetschken hat Stefan gepflickt? (vgl. Grundschulunterricht Mathematik, 2019, S. 7)

Auch bei diesem Aufgabenbeispiel wird die heuristische Strategie des Rlickwartsarbeitens an-
gewendet, um zu einer Losung zu kommen. Da Stefan am Samstag noch zehn Zwetschken
Ubrig hat, missen Kinder, die diese Aufgabe bewadltigen wollen, fiir jeden Schultag drei
Zwetschken addieren. Daraus ergibt sich, dass Stefan am Sonntag insgesamt 25 Zwetschken

gepfliickt haben muss.

5.2.4 Umstrukturieren

Umstrukturieren einer vorgegebenen Situation oder einer mathematischen Problemstellung
bietet sich dann an, wenn die vordergriindige oder nahe liegende Struktur keinen unmittelba-
ren oder nur einen sehr aufwdndigen Lésungsweg erkennen ldsst. Andere Anordnungen von
Zahlen oder Gréfien als die vorgegebene Anordnung kénnen Strukturen sichtbar machen, die
sonst nicht ersichtlich sind. (Bardy, 2007, S. 141)

Auch die Ubersetzung eines arithmetischen Problems in eine geometrische Konfiguration und

deren Veranderung konnen Losungswege fiir die Ausgangssituation zulassen (vgl. Bardy, 2007,
S. 141).

1. Aufgabenbeispiel: Fingerzéihlen

An einer Hand wird beim Daumen beginnend vorwarts gezahlt: Daumen 1, Zeigefinger 2, Mit-
telfinger 3, Ringfinger 4, kleiner Finger 5. Dann wieder rickwarts: Ringfinger 6, Mittelfinger 7,
Zeigefinger 8, Daumen 9. Nun wieder vorwarts und immer so weiter. Welcher Finger wird die

Zahl 2 002 haben? Beschreibe genau, wie du zur Losung gekommen bist!

In der Abbildung 23 wird die Vorgehensweise eines Buben mithilfe des Strukturierens darge-
stellt.
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Abbildung 23: Vorgehensweise eines Buben beim Losen des Aufgabenbeispiels: Fingerzihlen mithilfe des Umstrukturierens
(Bardy, 2007, S. 150)

Der Bub hat erkannt, dass bei einem Durchlauf vom Daumen zum kleinen Finger und wieder

zuriick zum Daumen immer um 8 weitergezahlt werden muss. Um leichter auf die Antwort zu

kommen, strukturiert er die vorgegebene Zahlweise um und beginnt mit O statt 1 beim Dau-

men zu zadhlen. So kommt der Bub durch wenige Denkvorgange auf die Losung, dass der Zei-

gefinger die Zahl 2 002 sein muss (vgl. Bardy, 2007, S. 149f).

2. Aufgabenbeispiel: Addition aller Zahlen von 1 bis 60

Abbildung 24: Vorgehensweise eines Kindes beim Aufgabenbeispiel: Addition aller Zahlen von 1 bis 60 (BIFIE, 2013, S. 44)
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Bei diesem Beispiel haben Kinder die Aufgabe, alle Zahlen von 1 bis 60 zu addieren. Dabei ist
eine systematische Vorgehensweise von Vorteil. Das Umstrukturieren erfolgt in diesem Fall,
indem das Kind, wessen Vorgehensweise in Abbildung 24 gezeigt wird, zwei sich auf zehn er-
gdanzende Zahlen auswahlt und diese zusammenfasst. Das Kind schreibt die Additionen fiir je-
den Zehner einzeln auf und addiert anschlieBend die Einer, die zusammen zehn ergeben. Die
bereits verwendeten Zahlen werden abgehakt (vgl. BIFIE, 2013, S. 44).

5.2.5 Benutzen von Variablen

Begabte Grundschiilerinnen und Grundschiiler benutzen oft von selbst Variablen fiir be-
stimmte Zahlen oder GréRen. Dies konnen Wort- oder Buchstabenvariablen sein. Jene begab-
ten Kinder haben vermutlich durch &ltere Geschwister oder ihre Eltern erkannt, dass die Uber-
setzung der nattrlichen Sprache in eine Symbolsprache bei der Losung von Problemaufgaben
besonders hilfreich sein kann (vgl. Bardy, 2007, S. 141).

Aufgabenbeispiel: Végel auf den Bdumen

Auf drei Baumen sitzen insgesamt 56 Vogel. Nachdem vom ersten Baum sieben Vogel auf den
zweiten und dann finf Vogel vom zweiten auf den dritten Baum geflogen waren, sallen nun
doppelt so viele Vogel auf dem zweiten Baum wie auf dem ersten. Auf dem dritten Baum sa-
Ren doppelt so viele Vogel wie auf dem zweiten Baum. Ermittle, wie viele Végel urspriinglich

auf jedem der Baume salden!

Die Vorgehensweise eines Madchens, das die Aufgabe durch die Nutzung von Variablen I6sen

konnte, ist im Folgenden abgebildet.
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Abbildung 25: Vorgehensweise eines Madchens beim Aufgabenbeispiel: Végel auf den Biumen mithilfe von Wortvariablen
(Bardy, 2007, . 151)

In der Abbildung ist sichtbar, dass das Madchen die Wortvariable Menge verwendet. Diese
nutzt es, um auszudriicken, wie viele Mengen sich nach dem Platzwechsel der Vogel auf den
jeweiligen Baumen befinden. Es geht von der momentanen Anzahl der Vogel auf dem ersten
Baum aus und ist fahig, eine Gleichung der Variable Menge zu notieren, aus der das Madchen
einfach die passende Losung ermitteln kann. Um die gesuchten Anzahlen zu bestimmen, ver-
wendet es die Strategie des Riickwartsrechnens. Es kommt zu dem Ergebnis, dass am Anfang
15 Vogel auf dem ersten, 14 Vogel auf dem zweiten und 27 Végel auf dem dritten Baum salRen
(vgl. Bardy, 2007, S. 151f).

5.2.6 Suchen nach Beziehungen und Aufstellen von Gleichungen oder Ungleichun-

gen

Die Beziehungen, welche durch das Verwenden von Variablen erkannt wurden und sich in
Form von Gleichungen oder Ungleichungen darstellen lassen, kénnen weiter vereinfacht wer-
den. Diese Vorgehensweise ermoglicht ein effektives Losen von mathematischen Problemauf-

gaben. Im Folgenden wird ein Aufgabenbeispiel nach Bardy (2007, S. 152) vorgestellt.
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Aufgabenbeispiel: Erddpfelséicke

In finf Sacken befindet sich jeweils die gleiche Anzahl von Erdapfeln. Nimmt jemand aus je-
dem Sack 12kg heraus, dann bleiben in allen Sacken zusammen so viele Erdapfel Gbrig, wie

vorher in zwei Sacken waren. Wie viel kg Erdapfel waren anfangs in jedem Sack?

Bardy (2007, S. 152) zieht fir die Erklarung des Beispiels die Vorgehensweise eines zehnjahri-
gen Madchens heran. Es |6st die Aufgabe mithilfe von Variablen und Gleichungen, wobei die-

sem die Verwendung von Variablen eigentlich noch nicht bekannt ist. Es schreibt:

x5—(12-5) =x5—-60=x2

60 = x3
60:3 =20
x =20

Obwohl das Madchen nicht verschriftlicht, was x sein soll, auch keine Antwort auf die Frage
gibt und die Reihenfolge des Koeffizienten und der Variable ungewdhnlich ist, beweist seine
Vorgehensweise, dass solche Aufgabenbeispiele bereits von manchen zehnjahrigen Schiilerin-
nen und Schilern durch Gleichungen und die Nutzung von Buchstabenvariablen geldst wer-

den konnen.

5.2.7 Analogieprinzip

Beim Analogieprinzip wird die Struktur einer Aufgabe auf eine bereits bekannte Lésungsstruk-
tur zurtickgefiihrt. Lernende versuchen, Gemeinsamkeiten zwischen der neuen und einer be-
reits bekannten Aufgabenstellung herzustellen. Diese Gemeinsamkeiten werden anschlie-
Rend fir die Losungsfindung des neuen Aufgabenbeispiels verwendet (vgl. BIFIE, 2013, S. 47).
Das Analogieprinzip wird haufig ,bei der Bildung neuer Zahlen wahrend der Erschliefung
neuer Zahlenrdume oder bei der Ubertragung der Grundaufgabe auf hdhere Zahlenrdume
(344 =7; dann ist 30 + 40 = 70)“ (Grundschulunterricht Mathematik, 2019, S. 7) ange-
wendet. Folgende Fragen oder Impulse sind bei solchen Aufgaben hilfreich: ,,Was kommt dir
an dieser Aufgabe bekannt vor? Hast du schon eine dhnliche Aufgabe gel6st? Wie bist du bei

einer dhnlichen Aufgabe vorgegangen?“ (BIFIE, 2013, S. 47)
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1. Aufgabenbeispiel: Bilden von Zahlen aus Ziffern

Welche dreistelligen Zahlen kannst du mit den Ziffern 6, 8 und 3 bilden? Du darfst jede Ziffer
nur einmal verwenden (vgl. BIFIE, 2013, S. 47).

Abbildung 26: Vorgehensweise eines Madchens beim Aufgabenbeispiel: Bilden von Zahlen aus Ziffern (BIFIE, 2013, S. 7)

In der obigen Abbildung ist erkennbar, dass das Madchen zuerst mit der Ziffer 3 als Hunderter
begonnen hat und dann die Ziffern des Einers und des Zehners vertauscht hat. AnschlieBend

hat es dasselbe mit den Ziffern 6 und 8 als Hunderterstelle gemacht.

Beim folgenden Beispiel wurde das Analogieprinzip angewendet, indem eine Beziehung zur

eben beschriebenen Aufgabe hergestellt wurde:

Bilde aus den Ziffern 5, 3, 6 und 8 alle vierstelligen Zahlen, die groRer als 7 000 sind! Jede der
Ziffern darf dabei nur einmal vorkommen (vgl. BIFIE, 2013, S. 48).

Bei dieser Aufgabe wird die Vorgehensweise fiir die Losungsfindung von der vorherigen Auf-
gabenstellung Gibernommen, um alle vierstelligen Zahlen, die groRer als 7 000 sind, zu finden.
Die Lernenden mussen also darauf kommen, dass an der Tausenderstelle die Ziffer 8 stehen

muss und die restlichen Ziffern abwechselnd an anderen Stellenwerten ihren Platz finden.
2. Aufgabenbeispiel: Bauernhof

Auf einem Bauernhof sind Pferde, Kiilhe und Schafe. Zusammen sind das mehr als 90, aber
weniger als 100 Tiere. Auf dem Hof sind doppelt soviel Kiihe wie Pferde und viermal soviel

Schafe wie Kiihe. Wie viele Pferde, Kithe und Schafe sind auf dem Bauernhof?

Genauso wie das erste Aufgabenbeispiel Idsst sich auch dieses lI6sen. Im Vergleich zur Anzahl
der Pferde sind doppelt soviel Kiihe und achtmal soviel Schafe auf dem Bauernhof. Die Ge-
samtanzahl ist daher das Elffache der Anzahl der Pferde: 1 + 2 + 8 = 11. 99 ist die einzige
Zahl zwischen 90 und 100, die durch 11 teilbarist: 99: 11 = 9. Auf dem Bauernhof sind daher
neun Pferde, 18 Kiihe und 72 Schafe.
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Analoge Aufgaben sollten des Ofteren im Zuge des Férderprozesses bearbeitet werden, um
das Prinzip dahinter zu verstehen. Allerdings sollten diese in Malien angeboten werden, da
viele Aufgaben desselben Typs schnell zur Demotivation fiihren kdnnen. Begabte Kinder fiih-
len sich dadurch rasch unterfordert (vgl. Bardy, 2007, S. 153).

5.2.8 Symmetrieprinzip

Bei der Anwendung des Symmetrieprinzips suchen begabte Grundschiilerinnen und Grund-
schiiler in der durch die Aufgabe vorgegebenen Situation Symmetrien und stellen sich dabei
folgende Fragen: , Kannich die Aufgabe unter Ausnutzung der entdeckten Symmetrie(n) |6sen
bzw. einen eleganteren Losungsweg als bei Vernachlassigung der Symmetrieeigenschaft(en)
finden?“ (Bardy, 2007, S. 142)

Aufgabenbeispiel: Natiirliche Zahlen

Die Summe dreier natlirlicher Zahlen betragt 57. Die erste dieser Zahlen ist um 3 kleiner und
die dritte um 3 groRer als die zweite. Wie lauten diese Zahlen? Notiere auch deine Losungs-

schritte!

Aufgrund dessen, dass die erste gesuchte Zahl um 3 kleiner und die dritte um 3 groRRer als die
zweite ist, muss die Summe der drei Zahlen das Dreifache der zweiten Zahl sein. Da eine Zahl
um 3 kleiner und die andere um 3 grofRer ist, gleicht sich dies aus. Die zweite Zahl ist daher
57:3 = 19. Die erste Zahl betrdagt 19 — 3 = 16 und die dritte Zahl 19 + 3 = 22 (vgl. Bardy,
2007, S. 153).

5.2.9 Invarianzprinzip

Bruder und Miiller (1990) beschreiben, dass bei der Anwendung des Invarianzprinzips im Vor-
dergrund stehe ,,GroBen, Eigenschaften oder funktionale Beziehungen zu erkennen, die kon-
stant bzw. allen GroBen oder Beziehungen gemeinsam sind. Andererseits kann man aber auch
versuchen, Invarianten kinstlich zu erzeugen durch Festhalten einer GroRe oder Eigenschaft
durch Variation der anderen GroRRen, Eigenschaften oder Beziehungen.“ (S. 881) Invarianz be-
schreibt also die Unveranderlichkeit. Dieses Prinzip kann dann bei einer mathematischen Auf-
gabe angewendet werden, wenn etwas gleich bleibt. Diese Gleichheit muss erkannt werden
(vgl. Grundschulunterricht Mathematik, 2019, S. 7). Im folgenden Beispiel bleibt die Differenz

zwischen dem Alter der Mutter und der Tochter immer gleich.
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Aufgabenbeispiel: Alter

Als die Mutter 27 Jahre alt war, war ihre Tochter 8 Jahre alt. Jetzt ist die Tochter halb so alt

wie die Mutter. Wie alt sind die beiden?

Der Altersunterschied zwischen der Mutter und der Tochter bleibt immer gleich, also invari-
ant. Die Mutter ist immer um 19 Jahre dlter als die Tochter. Wenn die Mutter also doppelt so
alt wie die Tochter ist, muss die Tochter 19 Jahre und die Mutter 38 Jahre alt sein (vgl. Grund-
schulunterricht Mathematik, 2019, S. 7).

5.2.10 Extremalprinzip

Wenden Schiilerinnen und Schiiler beim Losen von Problemaufgaben das Extremalprinzip an,
so werden zur Losung des Problems extreme Falle herangezogen, wie zum Beispiel minimale
oder maximale Elemente einer Menge, Sonder- oder Spezialfille, die Betrachtung von Rand-
fallen oder auch extremale Beziehungen. Beim Betrachten von Randféllen sind Fragen wie

»,Was ware, wenn ...?“ typisch (vgl. Bardy, 2007, S. 143).
Aufgabenbeispiel: Haustiere

Oma Rosi hat 24 Haustiere, namlich Meerschweinchen und Vogel. Diese Tiere haben zusam-

men 56 Beine. Wie viele Meerschweinchen und Vogel hat Oma Rosi als Haustiere?

Um das Aufgabenbeispiel zu l6sen, missen Lernende zuerst erkennen, dass Vogel zwei und
Meerschweinchen vier Beine haben. Jedes Tier muss also mindestens zwei Beine haben. Kin-
der kdnnen also auf jedes Tier zwei Beine verteilen. So waren das insgesamt 48 Beine. Acht
Beine wiirden schlieflich noch Ubrig bleiben. Diese kdnnen auf vier der 24 Tiere verteilt wer-
den. Demnach gibt es vier Tiere mit vier und 20 Tiere mit zwei Beinen. Oma Rosi hat also vier
Meerschweinchen und 20 Vogel (vgl. BIFIE, 2013, S. 50f).

5.2.11 Zerlegungsprinzip

Dieses Prinzip kann Kinder vor allem beim Losen von schwierigen Aufgaben unterstiitzen. Da-
bei stellt sich die Frage, wie die Aufgabenstellung oder der mathematische Sachverhalt mog-

lichst geschickt zerlegt oder aufgeteilt werden kann (vgl. Bardy, 2007, S. 143).
Aufgabenbeispiel: Teilbarkeit von Zahlen

Zeige, dass die Summe von flinf Zahlen, die alle bei der Division durch 5 denselben Rest haben,

immer durch 5 teilbar sind.

Um diese Anforderung zu erfillen, wird das Problem in funf moégliche Falle zerlegt:
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1. Fall: Alle funf Zahlen haben bei der Division durch 5 0 Rest. In diesem Fall sind alle funf

Zahlen und daher auch die Summe dieser funf Zahlen durch 5 teilbar.

2. Fall: Alle fiinf Zahlen haben bei der Division durch 5 1 Rest. Daher ergibt sich fir die

Summe:
@a+D)+B+D+(c+D+@A+D)+(e+1) =
a+b+c+d+e+5-1=a+b+c+d+e+5

a, b, ¢, d und e sind durch 5 teilbar. Daher ist die Summe auch durch 5 teilbar.

3. Fall: Alle finf Zahlen haben bei der Division durch 5 2 Rest. Daher gilt:
@+2)+b+2))+(c+2)+[@d+2)+(e+2) =
a+b+c+d+e+5-2=a+b+c+d+e+10

Die weitere Argumentation gleicht der des zweiten Falls.

4. Fall: Alle finf Zahlen haben bei der Division durch 5 3 Rest. Daher gilt:
@+3))+b+3)+(c+3)+@d+3)+(e+3) =
a+b+c+d+e+5-3=a+b+c+d+e+15

Die weitere Argumentation gleicht der des zweiten Falls.

5. Fall: Alle finf Zahlen haben bei der Division durch 5 4 Rest. Daher gilt:
a@a+4)+Bb+H)+(c+)+d+4)+(e+4) =
a+b+c+d+e+5-4=a+b+c+d+e+20

Die weitere Argumentation gleicht der des zweiten Falls.

5.3 Forderschwerpunkt: Argumentieren und Begriinden

Da das Argumentieren und Begriinden von Denk- und Losungsschritten eine wichtige Rolle bei
begabten Schiilerinnen und Schiilern spielt, werden in diesem Kapitel die beiden Begriffe Ar-
gumentieren und Begriinden zuerst kurz erlautert. AnschlieRend werden Beispiele beschrie-

ben, welche die Fahigkeit des Argumentierens und Begriindens férdern.

5.3.1 Bedeutung der Begriffe Argumentieren und Begriinden

Argumentieren wird als geistige Tatigkeit in miindlicher oder schriftlicher Form verstanden
und hat das Ziel, die Zustimmung oder den Widerspruch einer Gesprachspartnerin oder eines

Gesprachspartners zu einer Norm oder einer Aussage zu erhalten, indem Schritt flir Schritt der
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Riickgang auf bereits anerkannte Normen oder Aussagen angestrebt wird. Jede Zustimmung
zu einer Norm oder einer Aussage, die sich im Verlauf des Gesprachs ergeben hat, charakteri-
siert einen Schritt zur Argumentation (vgl. Mittelstral, 2004, S. 161). Wird eine theoretische
Behauptung aufgestellt, muss diese anschlieRend begriindet werden. Das bedeutet, dass der
Behauptung von allen verniinftig argumentierenden Gesprachspartnerinnen und Gesprachs-

partnern zugestimmt werden muss (vgl. Bardy, 2007, S. 161).

5.3.2 Aufgabenbeispiele zur Férderung des Argumentierens und Begriindens

Im Folgenden werden zwei Aufgabenbeispiele angefiihrt, welche die Fahigkeit des Argumen-

tierens und Begriindens von mathematisch begabten Grundschulkindern férdern sollen.

1. Aufgabenbeispiel: Kleinste und gréfSte Zahl
Fir die Zahlen a, b, ¢, d und e gilt:
a—1=b+2=c—-3=d+4=e-5
Welche dieser Zahlen ist die grofSte und welche die kleinste Zahl? Begriinde deine Behaup-
tung!

Die Losungserwartung lautet wie folgt: Aufgrund der Gleichheitszeichen ist jene Zahl am groR-
ten, von der die groRte Zahl subtrahiert wird, also e. Jene Zahl ist am kleinsten, zu der die
groRte Zahl addiert wird, also d (vgl. Bardy, 2007, S. 167).
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2. Aufgabenbeispiel: Maximum und Minimum bilden

Abbildung 27: Aufgabenbeispiel: Maximum und Minimum bilden (B6hmer, 2006, S. 35)

Bei diesem Aufgabenbeispiel missen Lernende aus vorgegebenen Ziffern zwei dreistellige
Zahlen bilden, die zuerst eine moglichst groRe und danach eine moglichst kleine Summe erge-

ben. lhre Vorgehensweise miissen sie anschlieBend begriinden.
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Eine mogliche Begriindung bei 1b) ist, dass die beiden groRten Ziffern an der Hunderterstelle
und die beiden kleinsten Ziffern an der Einerstelle stehen miissen. Dadurch kann die groRt-
mogliche Summe, namlich 1 804, entstehen. Bei 2) muss genau andersherum vorgegangen
werden. Fur eine moglichst kleine Summe miissen aus den Ziffern die zwei kleinsten Summan-
den gebildet werden. Daflir stehen an der Hunderterstelle die beiden kleinsten Ziffern, an der

Einerstelle die beiden grofSten (vgl. Bohmer, 2006, S. 36).

5.4 Forderschwerpunkt: Beweisen

Die Mathematik ist von Beweisen gepragt, denn nur durch einen Beweis kénnen allgemein
glltige Aussagen getroffen werden. Im Folgenden wird vor allem Bezug auf das Beweisen in
der Grundschule genommen. Wie die Fahigkeit des Beweisens geférdert werden kann, wird

im Anschluss an die Begriffserlauterung beschrieben.

5.4.1 Bedeutung des Beweisens in der Grundschule

Laut Bardy (2007, S. 161f) steht der Begriff Beweis in einer engen Verbindung zu den Begriffen
Argumentieren und Begriinden. Etwas zu beweisen bedeutet, eine aufgestellte Behauptung
zu begriinden. In diesem Prozess ist eine Behauptung erst bewiesen, wenn sich die oder der

Behauptende gegen jeden moglichen Einwand verteidigen kann.

Doch wann ein Beweis tatsachlich als solch einer gilt und welche Behauptungen Schiilerinnen
und Schiler der Primarschule Gberhaupt beweisen kdnnen, ist fraglich. Sowohl Dreyfus (2002)
als auch Drosser (2006) finden schwierig zu bestimmen, wann eine mathematische Aussage
oder Behauptung auf gliltige Weise, also im Zuge eines Beweises, hergeleitet wurde. Genauso
sei fragwurdig, wer einen Beweis als allgemein giiltig und richtig bestimmen kann. Wittmann
und Midiller (1988) sind der Meinung, in der Grundschule inhaltlich-anschauliche Beweise zu
flihren und haben auf dieses Problem folgende Antwort: , Inhaltliche-anschauliche, operative
Beweise stiitzen sich [...] auf Konstruktionen und Operationen, von denen intuitiv erkennbar
ist, daB [sic] sie sich auf eine ganze Klasse von Beispielen anwenden lassen und bestimmte
Forderungen nach sich ziehen.” (S. 249) Beweise, die in der Grundschule gefiihrt werden sol-
len, bendtigen in der Regel einfache und kurze Uberlegungen. Welche Arten von Beweisfor-

men im Arbeiten mit Kindern eingesetzt werden kénnen, wird im Folgenden kurz beschrieben.

Ein Beweis kann zum einen auf der formal symbolischen Ebene stattfinden, bei der der mathe-
matische Sachverhalt mit Variablen und Gleichungen dargestellt wird. Des Weiteren kann er
zeichnerisch diagrammatisch gefihrt werden. In diesem Fall wird das Problem mithilfe einer

Zeichnung oder eines Diagramms dargestellt. Genauso ist moglich, einen Beweis operativ zu
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flihren. Dabei wird auf Operationen zurlickgegriffen, um eine allgemein gliltige Aussage tref-
fen zu kdonnen. Einen Beweis auf der verbalen Ebene aufzustellen, bedeutet, die Beweisfiih-
rung in Worten wiederzugeben beziehungsweise aufzuschreiben. Weiters besteht die Mog-
lichkeit, einen Beweis generisch zu fihren. Unter einem generischen Beweis versteht Bardy
(2007, S. 173) eine allgemeine Begriindung, die an einem Beispiel iberpriift wird. Bei der in-
duktiven Beweisfiihrung wird zuerst vom kleinsten Element ausgegangen, an dem die Aussage
geprift wird, um anschlieRend den Beweis mit dem nachstgrofReren Element durchzufihren.
Ein kontextueller Beweis wird so geflihrt, dass der mathematische Sachverhalt in einen be-
stimmten Kontext gebracht und dadurch bewiesen wird. Diese verschiedenen Arten von Be-
weisfihrungen sollten bei der Forderung mathematisch begabter Grundschulkinder unbe-
dingt behandelt werden, um ein Verstandnis gegeniiber mathematischen Problemen aufzu-
bauen (vgl. Bardy, 2007, S. 171ff).

5.4.2 Aufgabenbeispiele zur Forderung der Beweisfiihrung

In Bezug auf die unterschiedlichen Arten von Beweisfiihrungen werden im Folgenden zwei
Aufgabenbeispiele fiir Schilerinnen und Schiiler der Grundstufe Il vorgestellt, die verbal und

formal symbolisch bewiesen werden.
1. Aufgabenbeispiel: Gerades Produkt

Ist die Summe aus vier Zahlen eine ungerade Zahl, dann ist ihr Produkt eine gerade Zahl. Be-

weise diesen Satz!

Der Beweis wird verbal gefiihrt: ,Wenn alle vier Zahlen ungerade waren, so ware die Summe
gerade. Also muss unter den vier Zahlen mindestens eine gerade vorkommen.“ (Bardy, 2007,
S. 175) Dann ist das Produkt eine gerade Zahl.

2. Aufgabenbeispiel: Differenz zweier ungerader Zahlen

Die Differenz zweier ungerader Zahlen sei gleich 8. Beweise, dass solche Zahlen unter der Be-

dingung keinen gemeinsamen Teiler groBer als 1 haben!
Folgende Beweisfiihrung findet formal symbolisch statt:

Die Zahlen a und b sind ungerade; und es gilt: a — b = 8. Hdtten a und b einen gemeinsamen
Teiler gréfSer als 1, so miisste dieser auch Teiler von a — b, also auch von 8 sein. Teiler von 8
sind aufer 1 nur 2, 4 und 8. 2, 4 und 8 sind aber alle gerade und kénnen deshalb nicht Teiler
von a und b sein, da a und b ungerade sind. (Bardy, 2007, S. 175)
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5.5 Forderschwerpunkt: Erkennen von Mustern und Strukturen beziehungs-

weise Verallgemeinern und Abstrahieren

Das Erkennen von Mustern und Strukturen sowie das Verallgemeinern und Abstrahieren spie-
len in der Mathematik eine wichtige Rolle. In Bardy (2007, S. 177) werden die Begriffe Muster
und Strukturen synonym verwendet. MittelstraR (2004) beschreibt, dass eine Struktur als ,,Be-

zeichnung der Ordnung eines geordnet aufgebauten Ganzen” (S. 107) dient.

Unter dem Begriff Verallgemeinern versteht Bardy (2007, S. 183) ,,ein Vorgehen/ein Verfah-
ren, auf der Grundlage einiger weniger Tatsachen den wahren Sachverhalt fir eine grol3e
Klasse von Fallen zu erschlieBen.” Beim Abstrahieren wird nach Mittelstral® (2004, S. 37) das
Allgemeine des mathematischen Gegenstandes durch das Herausheben der relevanten Merk-

male erkenntlich gemacht.

Im Folgenden werden Aufgabenbeispiele vorgestellt, die einerseits das Erkennen von Struktu-

ren und andererseits das Verallgemeinern und Abstrahieren fordern.

5.5.1 Aufgabenbeispiele zur Férderung des Erkennens von Strukturen

1. Aufgabenbeispiel: Nuss-Aufgabe

Ein Vater legt 36 Niisse in ein Quadrat, das hier dargestellt ist, auf den Tisch und sagt zu seinem
Sohn: ,Kannst du sechs Nisse so wegnehmen, dass in jeder waagrechten und senkrechten

Reihe eine gerade Anzahl an Nissen liegt?“ (vgl. Kapnick, 1998, S. 128)

Abbildung 28: Nuss-Aufgabe (Kapnick, 1998, S. 128)

Bei dieser Aufgabe sollen Kinder dazu verleitet werden, Strukturen zu erkennen. Dabei kbnnen
sie Zusammenhadnge zwischen figuralen Mustern und Zahlbeziehungen entdecken. Ein zu er-
kennendes Muster ist beispielsweise, dass unter der Bedingung, dass der gegebene quadrati-
sche Raster eine gerade Anzahl an Zeilen und Spalten besitzt und eine gerade Anzahl an Ele-
menten in jeder Zeile und Spalte (Gerade-Zahl-Forderung) nach dem Wegnehmen der Nisse
vorhanden sein muss, nur eine Losung maoglich ist, wenn auch eine gerade Anzahl an Nissen
weggenommen wird. Weiters ist erkennbar, dass 4 die kleinstmogliche gerade Zahl der zu

streichenden Nisse ist, um die Gerade-Zahl-Forderung zu erfillen.
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Finden Schiilerinnen und Schiler eine Losung mit sechs wegzunehmenden Nissen, so ist ein
Figurenmuster zu erkennen, das durch Verschieben, Drehen, Spiegeln oder Dehnen auf meh-

rere Losungen schlieBen lasst (vgl. Kapnick, 1998, S. 128).

Abbildung 29: Lésungsmaglichkeiten der Nuss-Aufgabe (Kapnick, 1998, S. 128)

5.5.2 Aufgabenbeispiele zur Férderung des Verallgemeinerns und Abstrahierens

Bardy (2007, S. 183) beschreibt folgendes Beispiel fiir die Grundstufe Il zur Forderung des Ver-

allgemeinerns und Abstrahierens:

a) Dusiehst hier die ersten vier Aufgaben einer Serie. Vervollstandige die dritte und vierte

Aufgabe der Serie!
1. Aufgabe:1-5+4=3-3
2. Aufgabe:2-6+4=4-4
3. Aufgabe:3:-7+4=__ -

4. Aufgabe:4-8+4+4=__ .

b) Schreibe die flinfte Aufgabe der Serie auf!

5. Aufgabe: - 4+ =

c) Schreibe die 50. Aufgabe der Serie auf!

50. Aufgabe: - 4+ =

d) Schreibe die n-te Aufgabe der Serie auf!

n. Aufgabe: _ «(__+ W =(__+_)»(__+_)
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Die Losungen wiirden wie folgt lauten:
3. Aufgabe:3-74+4=5-5
4. Aufgabe:4-8+4=6-6
5. Aufgabe:5-9+4+4=7-7
50. Aufgabe: 50 - 54 + 4 = 52 - 52
n. Aufgabe:n-(n+4)+4=mn+2)-(n+2)

Bei den Aufgaben a) bis c) steht das schrittweise Verallgemeinern der Gleichungen der ersten
und zweiten Aufgabe der Serie im Vordergrund. Bei der Aufgabe d) muss abstrahiert werden,
indem die Buchstabenvariable n, die fir eine beliebige Zahl steht, verwendet wird. Dadurch
ist die letzte Gleichung fiir unendlich viele Falle gliltig. Mathematisch begabte Grundschulkin-
der kénnen fahig sein, die Aufgaben a) bis c) richtig zu lI6sen. Bei der letzten Gleichung muss
den Kindern erklart werden, wofiir Klammern notwendig sind. Aufgabe d) muss also womog-

lich mit der Unterstiitzung der Lehrperson bearbeitet werden.

5.6 Forderschwerpunkt: Selbststandiges Erweitern und Variieren von Aufga-

ben

Das Erweitern und Variieren von Aufgaben ist flr Schilerinnen und Schiler der Volksschule
wichtig, da sie dadurch zum Fragen angeregt werden. Genauso ermdglicht ihnen das Losen
einfacher Variationen von Beispielen das richtige Losen von komplexeren, mathematischen
Problemen. Durch die Erweiterung und Variation von Aufgaben kénnen Kinder Verkniipfungen
zu frlherem, spaterem oder neuem Wissen herstellen. Weiters bekommen sie dadurch Anre-
gungen, Uiber verschiedene Lésungswege nachzudenken und diese zu tiberpriifen. Beim Uber-
legen eigener Variationen wird die Motivation und die Selbstkompetenz der Kinder gefordert.
Das Beantworten eigener Fragen ist womoglich motivierender, als das Beantworten von Fra-

gen der Lehrperson, welche die Antwort schon kennt (vgl. Bardy, 2007, S. 203f).

Im Folgenden werden zwei Beispiele beschrieben, die auf verschiedenste Art erweitert und

variiert werden konnen.
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1. Aufgabenbeispiel: Rétsel von aufeinanderfolgenden Zahlen
Addiere drei aufeinander folgende Zahlen. Was fallt dir auf?

Bei dieser Aufgabe sind verschiedene Variationen moglich. Zum einen kann die Rechenopera-
tion Addition zum Beispiel durch die Multiplikation verdandert werden. Aus drei aufeinander
folgenden Zahlen kénnen zwei, vier, flinf oder n-Zahlen werden. Bei n-Zahlen wird die mathe-
matische Situation allerdings schon verallgemeinert. Die Phrase ,aufeinander folgend” lasst
sich beispielswiese durch ,,im Abstand 2, 3, ...“, ,gleichabstandig” oder ,identisch” ersetzen
(vgl. Bardy, 2007, S. 201).

2. Aufgabenbeispiel: Zahlenabstand

Trage die Zahlen von 1 bis 4 in die Kreisfelder ein! Jene Zahlen, die durch eine Linie verbunden

sind, missen sich um mindestens 2 unterscheiden (vgl. Walther, 2004, S. 30).

Abbildung 30: Kreisfelder von Aufgabenbeispiel: Zahlenabstand (Walther, 2004, S. 30)

Bei diesem Aufgabenbeispiel sind vier verschiedene Parameter erkennbar: ,,die auf die Kreis-
felder zu verteilenden Zahlen, die Anzahl der Kreisfelder, die Anordnung der Kreisfelder, die
Bedingung flr Zahlen auf benachbarten Kreisfeldern.” (Walther, 2004, S. 30) Aufgrund dieser
Parameter besteht die Moglichkeit, andere auf die Kreisfelder zu verteilenden Zahlen zu ver-
wenden oder funf Zahlen vorzugeben, die auf finf Kreisfelder verteilt werden sollen. Weiters
konnten Schiilerinnen und Schiler die Aufgabe so verdandern, indem sie eine ringférmige An-
ordnung der Kreisfelder mit beispielsweise vier, fiinf oder sechs Feldern wahlen wiirden. Da-
bei muss jedoch immer darauf geachtet werden, ob die Bedingung, dass der Abstand zwischen
den Zahlen mindestens 2 sein muss, aufgrund einer anderen Anordnung der Kreisfelder auch
eingehalten werden kann (vgl. Walther, 2004, S. 30f).

5.7 Forderschwerpunkt: raumliches Vorstellungsvermogen

Unter einem raumlichen Vorstellungsvermogen versteht Bardy (2007, S. 206), Kenntnisse, Er-
fahrungen und Vorstellungen von rdumlichen Gegebenheiten zu besitzen. Wolpert (1983) be-
schreibt darunter weiters , die Fahigkeit, in der Vorstellung raumlich zu sehen und raumlich zu

denken.” (S. 9) Durch diese Fahigkeit sind Menschen in der Lage, sich Bilder von realen Gegen-
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standen vorzustellen, obwohl sie gerade nicht angreifbar sind. Zusatzlich zu der Fahigkeit ge-
hort auch die Begabung, mit diesen Bildern umzugehen, indem sie umgeordnet und zu neuen

Bildern entwickelt werden.

Nicht nur in der Mathematik ist ein raumliches Vorstellungsvermdgen wichtig, sondern auch
in alltaglichen Berufen als Flugzeugpilotinnen und Flugzeugpiloten oder Architektinnen und
Architekten, in kiinstlerischen Berufen als Malerinnen und Maler, in technischen Berufen als
Ingenieurinnen und Ingenieure, in der Medizin als Chirurginnen und Chirurgen oder in natur-

wissenschaftlichen Berufen als Physikerinnen und Physiker (vgl. Bardy, 2007, S. 207).

In zunehmendem Alter ist die Raumvorstellung von der Raumwahrnehmung immer weniger
abhangig. Sich rdumliche Objekte vorzustellen und mit diesen Beziehungen zwischen ihnen
umzugehen, wird immer einfacher. Dabei erfolgt ein Prozess des Abstrahierens. Bei Identifi-
kationsfaktoren von mathematisch begabten Kindern, die mithilfe von Indikatoraufgaben, die
in 3.4 beschrieben wurden, festgestellt wurden, zeigte sich, dass ein hoch ausgepragtes Raum-
vorstellungsvermogen kein festgelegtes Merkmal flir eine mathematische Begabung ist. Bardy
(2007, S. 207f) schreibt zwar, dass mathematisch begabte Schilerinnen und Schiiler im Be-
reich der Raumvorstellung anderen, gleichaltrigen Kindern oder sogar Erwachsenen liberlegen

sein konnen, allerdings stellt dies keine Bedingung dar, um mathematisch begabt zu sein.

Folglich werden zwei Aufgabenbeispiele erlautert, die das rdumliche Vorstellungsvermoégen

fordern.
1. Aufgabenbeispiel: Wiirfel

Welcher der Kérper b), c) und d) lasst sich so in Kérper a) einbauen, dass (von aulRen betrach-

tet) ein vollstandiger Wirfel entsteht? Im Inneren darf ein Loch bleiben.

Gib danach an, wie viele kleine Wiirfel in das Loch passen! Begriinde bei beiden Korpern, fir

die der Einbau in den Korper a) nicht moglich ist, woran das liegt! (vgl. Bardy, 2007, S. 214f)
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Abbildung 31: Aufgabenbeispiel: Wiirfel (Bardy, 2007, S. 214)

Die Losungserwartung der Kinder lautet wie folgt: Der Korper c) lasst sich in den Korper a) so
einbauen, dass ein vollstandiger Wiirfel entsteht. Im Inneren des Wirfels bleibt ein Loch, in
das zwei kleine Wiirfel passen. Beim Kdorper b) stort der kleine Wiirfel rechts unten. Mit dem

Korper d) kann der Korper a) oben nicht geschlossen werden.
2. Aufgabenbeispiel: Holzwiirfel

Stell dir vor, du hast aus 64 Holzwirfeln einen groRen 4 - 4 - 4 — Wiirfel gebaut, den du jetzt
rot anmalst. Wie viele kleine Wirfel haben dann keine, eine, zwei, drei und vier rote Flachen?
(vgl. Begi¢, 2002, S. 136)

Ein neunjahriger Bub |6ste die Aufgabe so, indem er zuerst die ,Flachen” untereinander auf-
schrieb, also 0, 1, 2, 3, 4. Er begann bei der letzten Zahl, die Aufgabe zu l6sen, da dies seiner
Meinung nach einfacher sei. Daher ist zu vermuten, dass der Bub das Problem in seiner Struk-
tur erkannt hat. Ihm war auch klar, dass die Bearbeitung des Problems von hinten einfacher
sein wiirde. Innerhalb kiirzester Zeit konnte der Bub den Flachen die richtige Anzahl von Wiir-
feln zuordnen. Vier Flachen konnte kein Wirfel bemalt haben und drei Flachen waren nur bei
den Eckwurfeln bemalt. Da ein Wiirfel acht Ecken besitzt, missen demnach auch acht Warfel
drei rote Flachen haben. Den Rest stellte sich der Bub bildlich vor und kam somit zu der L6-
sung, dass je 24 Wiirfel eine beziehungsweise zwei rote Flache(n) haben miissen. Da am Ende
nur noch acht Wiirfel tibrig blieben, hatten diese keine rote Flache. Seine Lésung Uberprifte
der Bub im Anschluss, indem er das Wiirfelgebaude auf der enaktiven Ebene nachstellte (vgl.
Begic¢, 2002, S. 136). Somit kann durch dieses Aufgabenbeispiel nicht nur das raumliche Vor-
stellungsvermaogen, sondern auch die Fahigkeit im Wechseln der Reprasentationsebenen ge-

fordert werden.
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5.8 Forderschwerpunkt: algebraisches Denken

Obwohl in der Primarstufe der Einsatz von Variablen und Gleichungen nicht gelehrt wird, grei-
fen manche mathematisch begabte Grundschulkinder darauf zurlick. Vorgehensweisen jener
Kinder wurden unter anderem bereits in 5.2.5, 5.2.6 oder 5.4.2 beschrieben. Diese Schiilerin-
nen und Schiiler setzen beispielsweise Variablen ein, um ein mathematisches Problem zu 16-
sen, sich mitzuteilen oder zu kommunizieren. Genauso nutzen sie jene, um ihre Lésungen zu

begriinden, zu argumentieren und zu beweisen.

Um das algebraische Denken mathematisch begabter Kinder zu férdern, eignen sich vor allem
Aufgabenbeispiele, die durch den Einsatz von Variablen gel6st werden kénnen (vgl. Bardy,
2007, S. 219). Nachfolgend werden zwei Beispiele nach Bardy (2007, S. 219f) beschrieben, die

das algebraische Denken der Kinder férdern.
1. Aufgabenbeispiel: Zahlbeziehungen

Gesucht werden vier Zahlen, fir die gilt: Die erste Zahl ist viermal so groR wie die zweite. Die
zweite Zahl ist um 10 groRRer als die dritte. Die vierte Zahl ist um 14 groRer als die erste. Die

Summe der vier Zahlen betragt 124.

So wiirde die Vorgehensweise eines Kindes ausschauen, das durch den Einsatz von Variablen

zu einer Losung gekommen ist:

Erste Zahl: 4 - x

Zweite Zahl: x

Dritte Zahl: x — 10

Vierte Zahl: 4 - x + 14

Dahergilt: 4-x+x+ (x —10) + (4 - x + 14) = 124, also

10-x+4 =124

10-x =120
x =12
Die gesuchten Zahlen sind deshalb:
Erste Zahl: 48 Zweite Zahl: 12

Dritte Zahl: 2 Vierte Zahl: 60
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2. Aufgabenbeispiel: Weidezaun

»Eine rechteckige Weide wird eingezdunt. Der Zaun ist insgesamt 360m lang. Die lange Seite
der Weide ist doppelt so lang wie die kurze Seite. Wie lang und wie breit ist die Weide?“ (Gros-
ser & Koth, 2014, S. 33)

Die Vorgehensweise einer Schiilerin oder eines Schiilers, die oder der durch die Verwendung
von Variablen zu einer L6sung kommt, kénnte wie folgt aussehen, wenn x die Lange der kur-

zen Seite der Weide beschreibt:
xX+2-x+x+2-x=360
6-x =360
x =60

Somit ist die kurze Seite der Weide 60m und die lange Seite 2 - x, also 120m lang. Um die
Aufgabe schwieriger zu machen, kénnen nattirlich auch Zahlen aus einem gréReren Zahlen-
raum verwendet werden. Der Begriff doppelt kann auch durch dreimal, viermal oder Ahnliches

ausgetauscht werden.

5.9 Wettbewerb: Kdnguru der Mathematik

Der Wettbewerb Kédnguru der Mathematik wird in vielen Staaten Europas durchgefiihrt und
ist in Frankreich entstanden. Die franzdsischen Entwickler dieses Wettbewerbs nannten ihn
Kénguru der Mathematik, da er ahnlich einem Wettbewerb in Australien, dem Australian Ma-
thematics Competition, ist (vgl. Fast, 2005, S. 63f). Dieser Wettbewerb soll keinesfalls als Test
durchgefiihrt werden, sondern vielmehr das Interesse im Bereich der Mathematik wecken und
Spald vermitteln. Aufgrund dessen werden die Aufgaben so ausgewahlt, dass die Kinder SpaR
am Ratseln und Knobeln haben. Auf Inhalte des Lehrplans wird dabei kaum Bezug genommen.
So werden Themen aus der Zahlen- und Elementartheorie bei diesem Wettbewerb starker

behandelt, als sie im Osterreichischen Lehrplan verankert sind.

In Osterreich ist dieser Wettbewerb in den letzten Jahren ein Fixtermin vieler Schulen gewor-
den. Kédnguru der Mathematik findet jedes Jahr am dritten Donnerstag im Marz in allen Teil-
nehmerldandern statt. Im Oktober oder November wird ein internationales Seminar, bei dem
die Aufgabenbeispiele fiir den kommenden Wettbewerb festgelegt werden, abgehalten. Jedes
Jahr ist ein anderes der rund 80 teilnehmenden Lander der Veranstalter des Wettbewerbs.
Vor dem Seminar im Herbst schldgt jedes der teilnehmenden Lander fiir jede der finf Wett-

bewerbsgruppen Aufgaben vor. Daraus werden schlieRlich 30, 24 oder 15 Aufgaben fiir die
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jeweilige Alterskategorie ausgewahlt. Bei der Auswahl wird darauf geachtet, dass die Aufga-
ben abwechslungsreich und originell sind. Genauso liegt das Augenmerk darauf, den Schwie-
rigkeitsgrad von Aufgabe zu Aufgabe zu erhéhen. Den Mitarbeiterinnen und Mitarbeitern des
Kdanguruwettbewerbs erscheint wichtig, dass alle teilnehmenden Kinder Erfolgserlebnisse ha-
ben. Daher achten sie darauf, Aufgaben zu wahlen, die fiir jede Begabungsstufe interessant
und geeignet sind. Genauso wird darauf geachtet, dass mathematisch begabte Kinder alle ge-

stellten Aufgaben in der vorgegebenen Zeit [6sen kdnnen.

Grundsatzlich nimmt immer die ganze Klasse an dem Wettbewerb teil. Dieser wird von der
Klassenlehrerin oder dem Klassenlehrer durchgefiihrt und anschlieBend auch ausgewertet.
Das Schulergebnis wird schlieBlich an die zustandige Landesorganisation Ubermittelt. Die erste
und zweite Schulstufe sowie die dritte und vierte Schulstufe der Primarstufe haben unter-
schiedliche Aufgaben. Alle vier Klassen haben 60 Minuten Zeit, um die Aufgaben des Wettbe-
werbs zu l6sen. Dabei kdnnen sie 75 beziehungsweise 120 Punkte erreichen. Obwohl mit der
ganzen Klasse an dem Wettbewerb teilgenommen wird, eignet er sich gut, um die begabten
Schiilerinnen und Schiiler zu fordern. Kdnguru der Mathematik dient zum einen dazu, die Be-
geisterung fir die Mathematik zu gewinnen, der Wettbewerb kann aber genauso als Diagno-
semoglichkeit fur die Fahigkeit des Problemlosens bei mathematisch begabten Kindern einge-
setzt werden. Die meisten Aufgaben bei diesem Wettbewerb sind Knobelaufgaben, bei denen
die Kinder ihre Problemlodsefdahigkeiten unter Beweis stellen konnen. Im Folgenden werden
Auszlge aus dem Wettbewerb von 2019, die zwei Aufgabenbeispiele fiir die dritte und vierte
Schulstufe aus der Aufgabensammlung Ecolier zeigen, dargestellt. Fir das erste Beispiel wur-
den vier und fiir das zweite flinf Punkte bei der richtigen Beantwortung vergeben (vgl. Geret-
schldger, 2019). Beide Aufgaben bediirfen den Problemldsefahigkeiten, da die Losung nicht
sofort ersichtlich ist. Die Kinder miissen durch die Anwendung einer Strategie, durch den Ein-

satz heuristischer Hilfsmittel oder Ahnlichem zu einer Lésung gelangen.

Abbildung 32: Vier-Punkte-Aufgabenbeispiel aus Ecolier 2019 (Haus der Mathematik, 2019)
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Abbildung 33: Flinf-Punkte-Aufgabe aus Ecolier 2019 (Haus der Mathematik, 2019)

So konnen Kinder beim Vier-Punkte-Aufgabenbeispiel die Vorgehensweise des systemati-
schen Probierens anwenden, indem sie sich nacheinander alle Zahlenkombinationen notieren,
bei denen eine moglichst groRe Endzahl entsteht. Sie werden in diesem Fall zum Beispiel alle
Zahlen mit 9 an der Hunderterstelle aufschreiben und so letztlich zu dem Ergebnis kommen,

dass fir die einstellige Zahl entweder 0 oder 1 eingesetzt werden kann.

Beim Flnf-Punkte-Aufgabenbeispiel bietet sich an, Zahlen beginnend mit 1 zu vermerken, bis
insgesamt 16 Mal die Ziffer 5 verwendet wurde. Anfangs kénnen die Kinder von 5 an in Zeh-
nerschritten bis 50 vorwarts zahlen und dann in Einerschritten weiter. So kénnten sie an
Schreibarbeit sparen. Mithilfe dieser Vorgehensweise wiirden die Schilerinnen und Schiler
auf die Antwort (B) 64 kommen.

5.10 Haus der Mathematik

Das Haus der Mathematik dient als auRerschulischer Lernort fir Schiilerinnen und Schiiler ab
der vierten Schulstufe. Es ist ein Science Center mit dem Schwerpunkt Mathematik. An diesem
Ort kénnen Kinder an Spieltischen Mathematik angreifen und begreifen lernen. Sie setzen sich
eigenstandig und spielerisch mit den Aufgaben auf den Tischen auseinander und kdnnen ihrer
Experimentierfreude freien Lauf lassen. Sie werden von den Mitarbeiterinnen und Mitarbei-
tern auch dazu angeregt, Giber mathematische Zusammenhange und Probleme nachzuden-

ken.

Bei der Ankunft im Haus der Mathematik werden die Kinder zuerst zum mathematischen Den-
ken durch einen Marktplatz hingefiihrt. Die Mitarbeiterinnen und Mitarbeiter stellen ihnen
verschiedene Denkaufgaben, die gemeinsam geldst werden. AnschlieRend diirfen sie im Raum
der Spieltische zu verschiedensten Themengebieten der Mathematik forschen. Die Spieltische
veranschaulichen mathematische Formeln, regen die Kinder dazu an, sich mit Spielstrategien
auseinanderzusetzen und machen Beweise mathematischer Satze verstandlich. Zu guter Letzt
haben Schilerinnen und Schiler im Haus der Mathematik nicht nur die Moglichkeit, an den
Spieltischen verschiedene Aufgaben zu losen, sondern auch eine mathematische Zeitreise zu
unternehmen. Dabei wird ihnen ein Einblick in die Mathematik der Agypter vor iiber 4 500

Jahren Uber die alten Griechen bis hin zur Neuzeit gewahrt. Sie untersuchen dabei den Bau
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von Pyramiden und lernen Rechenhilfen und Rechenmaschinen aus friiherer Zeit kennen (vgl.
Haus der Mathematik, 2020).

5.11 Projekt zum Thema Wahrscheinlichkeit

Das Projekt zum Thema Wahrscheinlichkeit kann mit Schiilerinnen und Schiilern der dritten
und vierten Schulstufe durchgefiihrt werden. An diesem kann nicht nur mit mathematisch be-
gabten Kindern, sondern mit allen Kindern einer Schulstufe gearbeitet werden. Daher sind
auch Tipps enthalten, die den leistungsschwacheren Lernenden helfen sollen. Bei diesem Pro-
jekt setzen sich Schiilerinnen und Schiiler mit Problemléseaufgaben auseinander, bei denen
sie ihre Losungen verbalisieren und verschriftlichen sollen. Das vorliegende Projekt soll als
Beispiel dienen, sowohl begabte Kinder als auch alle anderen Schiilerinnen und Schiiler einer
Klasse optimal fordern zu kdnnen. Zwischen den einzelnen Leistungsniveaus wird mithilfe von
DifferenzierungsmaRnahmen unterschieden. Mathematisch Begabte diirfen sich im Zuge des
Projekts selbststandig an den offenen Aufgabenstellungen ausprobieren. Die anderen Kinder
konnen mithilfe der Lehrperson und materieller Unterstiitzung wie Hilfskartchen zu Lésungen
gelangen. Um einen groben Einblick in das Thema Wahrscheinlichkeit zu bekommen, wird im
Folgenden zuerst auf die Begriffe, die sich in Bezug auf dieses Thema ergeben, eingegangen.
Danach werden die Aufgabenbeispiele des Projekts vorgestellt. Das Projekt beansprucht un-
gefahr vier Unterrichtseinheiten, in denen ein Wechsel vom gemeinsamen Einstieg in ein
Thema mit der Lehrperson und von verschiedenen Sozialformen wie Partner- oder Einzelar-
beit stattfindet. Genauso werden neben dem Begriinden und Argumentieren auch der Einsatz
von heuristischen Hilfsmitteln, die in 5.1 erldutert wurden, und die Anwendung von allgemei-
nen Strategien, die in 5.2 beschrieben wurden, wie das Herstellen von Beziehungen gefordert.
Zusatzlich liegt der Schwerpunkt des Projektes auf dem Argumentieren und Begriinden der

Uberlegungen der Kinder.

5.11.1 Begriff Wahrscheinlichkeit

Das Thema Wahrscheinlichkeit wird nicht nur im Zusammenhang mit der Mathematik gese-
hen, sondern auch als wichtiger Bestandteil des alltdglichen Lebens. Kinder werden bereits bei
Wiirfelspielen wie ,,Mensch drgere dich nicht” oder bei Gliicksspielen auf Jahrmarkten mit
diesem Thema konfrontiert. Im 6sterreichischen Lehrplan des Bundesministeriums fir Bil-
dung, Wissenschaft und Forschung (2012, S. 155) ist das Beschreiben von Sachverhalten, die
in Datenmaterial oder grafischen Darstellungen enthalten sind, das Diskutieren dariber und
das Herausarbeiten von mathematischen Problemstellungen in der dritten und vierten Schul-

stufe verankert, weshalb umso wichtiger ist, dass den Grundschulkindern ein Einblick in dieses
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Thema gewahrt wird und sie sich damit auseinandersetzen kénnen. Vor der Einflihrung in die
Wahrscheinlichkeit ist als Lehrperson eine ausreichende Auseinandersetzung mit diesem
Thema und den damit verbundenen Begriffen notwendig. Folglich beschriebener Text stellt

das Hintergrundwissen fiir Lehrpersonen dar.

Ausgegangen wird von einem Zufallsexperiment, das n-mal durchgefiihrt wird. Ein Zufallsex-
periment ist ein Experiment, dessen Ausgang nicht vorhersehbar ist. Dabei kann ein Ereignis
eintreffen, muss aber nicht. Zufallsexperimente sind beispielsweise jegliche Versuche mit dem

Wiirfel, Minzwirfe oder Lottospiele. Fiir diese Experimente wird ein bestimmtes Ereignis A
betrachtet. Dieses tritt mit absoluter Haufigkeit a,, und relativer Haufigkeit ;, = af, wobei gilt

1, € [0; 1], ein. nist dabei als die Anzahl der Versuche definiert. Mithilfe dieser Formel kdnnen
relative Haufigkeiten bestimmt werden, ohne im Vorhinein das Experiment durchzufiihren.

Das ist unter anderem eine Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Eine Zahl P(A) € [0; 1] heiRt Wahrscheinlichkeit des Ereignisses, wenn P(A) die relative H3u-
figkeit r;, bei sehr grolem n gut vorhersagt. Daher gilt bei sehr grollem n, dass die Wahrschein-
lichkeit eines Ereignisses anndhernd gleich der relativen Haufigkeit ist. Diese beiden verschie-
denen Zugange werden nun kurz anhand des Miinzwurfes erklart. Einerseits besteht die Mog-
lichkeit eine Versuchsserie durchzufiihren, bei der beispielsweise tausend Mal eine Miinze ge-
worfen wird. Die Versuchsausgange fiir Kopf oder Zahl kénnen dafir in einer Tabelle mithilfe
einer Strichliste festgehalten werden. Die relative Haufigkeit ndahert sich bei sehr groRem n
ungefahr dem Wert 0,5 an. Andererseits kann das Experiment aber auch gedanklich durchge-
flhrt werden. Es gibt also zwei mogliche Versuchsausgange ,,Kopf“ oder ,,Zahl”, wobei keiner
von beiden bevorzugt ist. Daraus kann geschlossen werden, dass verschiedene Ansatze mog-

lich sind, um Wahrscheinlichkeiten zu berechnen: den empirischen und theoretischen Ansatz.

Beim empirischen Ansatz wird die Wahrscheinlichkeit aus der Erfahrung beziehungsweise aus
der relativen Haufigkeit gewonnen. In der Medizin zum Beispiel wird die Wahrscheinlichkeit
der Heilung von Krankheiten oder der Medikamentenvertraglichkeiten aus den Erfahrungen
gewonnen. Auch bei GroRveranstaltungen, bei denen die Menge des Essens vom Catering be-
stimmt werden muss, werden die Zahlen aus dem Vorjahr betrachtet, um sie fir das Veran-
staltungsjahr hochzurechnen. Selbstverstandlich spielt dabei immer auch das Wetter eine
wichtige Rolle und die Veranstalterinnen und Veranstalter berlcksichtigen, ob die Veranstal-
tung das erste Mal stattfindet. Die Wahrscheinlichkeit, die auf Basis der relativen Haufigkeit
berechnet wird, basiert auf dem empirischen Gesetz der groRen Zahlen. Das besagt, dass sich
die relative Haufigkeit eines Ereignisses bei einer groRen Versuchsanzahl und gleichbleiben-
den Versuchsbedingungen bei einem bestimmten Wert einpendelt. Daher gilt, dass sich bei

n — oo die relative Haufigkeit stabilisiert. In der Mathematik stellt dieses Gesetz der groRen
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Zahlen eine Ausnahme dar, da es im Gegensatz zu anderen Gesetzen nicht bewiesen werden

kann.

Beim theoretischen Ansatz wird die Wahrscheinlichkeit aufgrund von theoretischen Uberle-
gungen festgelegt. Beim Wiirfeln ergeben sich beispielsweise sechs Mdglichkeiten, wobei alle

sechs gleichberechtigt sind. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis, also zum Beispiel die
Augenzahl 6 zu wirfeln, eintritt, betragt %. Dieses Beispiel wird mit dem Begriff Laplac’scher

Wahrscheinlichkeitsbegriff beschrieben. Unter den Voraussetzungen, dass die Anzahl aller
moglichen Versuchsausgange endlich ist und je zwei Versuchsausgange gleich wahrscheinlich

sind, gilt fir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A:

Anzahl der fir A ginstigen Versuchsausgange

P(4) = Anzahl der moglichen Versuchsausgange

P(A) heildt Laplace-Wahrscheinlichkeit (vgl. Hauer-Typpelt, 2011).

Mithilfe dieser Formel lassen sich die Wahrscheinlichkeiten fir diverse Gliicksspiele berech-
nen. Dazu gehéren Wirfelspiele oder das Drehen an einem Gliicksrad (vgl. Hasemann & Mir-

wald, 2008, S. 151). Folgende drei Fragen befassen sich damit:
1. Bei welcher Ziffer ist die Wahrscheinlichkeit hoch, sie zu wiirfeln?

Ein Wirfel besteht aus sechs Flachen, auf die er fallen kann. Die Anzahl der méglichen Ereig-
nisse ist daher 6. Aufgrund der Symmetrie eines Wiirfels und derselben Anzahl jeder Zahl auf

dem Wiirfel, ist die Anzahl der glinstigen Ereignisse 1. Daraus ergibt sich, dass jede Ziffer
gleichwahrscheinlich gewiirfelt werden kann und die Wahrscheinlichkeit % betragt (vgl. Hase-

mann & Mirwald, S. 151).
2. Welche Augensumme wird beim Wiirfeln mit zwei Wirfeln am haufigsten gespielt?

Um diese Frage beantworten zu kénnen, muss die Anzahl der Kombinationsmoglichkeiten, die
sich aus den Augensummen ergeben, ndaher betrachtet werden. Folgende Tabelle soll dies ver-

anschaulichen:
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5 6 7 8 | 9 |10 11

6 7 | 8 9 |10 | 11 | 12

Tabelle 3: Kombinationsmoglichkeiten der Augensummen beim Wiirfeln mit zwei Wiirfeln

Die Tabelle zeigt 36 Felder und daher auch 36 maogliche Ereignisse, die eintreten kénnen. Um
die 2 und die 12 als Augensumme zu bekommen, kann nur ein giinstiger Fall eintreten, ndmlich
1+ 1 oder 6 + 6. Die Summen 3 und 11 kénnen durch zwei glinstige Falle erscheinen, 1 + 2
und 2 + 1 oder 5 + 6 und 6 + 5. Bei den Augensummen 4 und 10 sind drei, bei 5 und 9 vier,
bei 6 und 8 funf und bei 7 sechs Falle giinstig. Daraus ergeben sich die Wahrscheinlichkeiten

—~ bei den Augensummen 2 und 12, 2 bei3und 11, 2> bei4und 10, 2 bei5und 9, > bei6
36 36 36 36 36

und 8 und % bei 7. Die Augensumme 7 wird daher am haufigsten gewlirfelt.

3. Welches Feld tritt beim Drehen an einem Gliicksrad am haufigsten auf?

Ahnlich wie beim Wiirfel hidngt auch die Wahrscheinlichkeit des Eintretens des Ereignisses
beim Gliicksrad nicht nur von der Anzahl der Zahlen oder Farben ab. Entscheidend ist das fla-
chenmalige Vorkommen auf dem Gliicksrad. Die gleiche Eintrittswahrscheinlichkeit zweier

Felder bei einem Glicksrad lasst sich durch die gleich grofRen Flachen der Felder erklaren.

Abbildung 34: Gliicksrad (PIKAS, 2019, S. 7)
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Das Glicksrad in Abbildung 34 zeigt acht Felder, woraus sich acht mogliche Ereignisse erge-

ben: Die Wahrscheinlichkeit, auf ein weildes Feld zu drehen, betragt 81. Die Wahrscheinlichkeit,
auf ein blaues oder rotes Feld zu drehen, betragt jeweils 83. Ein grines Feld zu treffen, ist mit
einer Wahrscheinlichkeit von 83 festgelegt. Abgesehen von den Farben betragt die Wahr-

scheinlichkeit, eine bestimmte Ziffer zu treffen, jeweils Si, da jede Ziffer nur einmal vorkommt

(vgl. PIKAS, 2019, S. 7).

Das folgende Projekt zum Thema Wahrscheinlichkeit findet Gber vier Unterrichtseinheiten
statt. Die Kinder sollen anfangs zum Thema hingeleitet werden, um letztlich eigene Uberle-
gungen festzuhalten und tber ihre Erkenntnisse zu diskutieren. Der Aufbau und die Ideen zum
Thema richten sich dabei nach PIKAS (2019) und Neubert (2009).

5.11.2 Erste Unterrichtseinheit zum Thema Wahrscheinlichkeit

In der ersten Einheit liegt der Schwerpunkt darauf, dass die Kinder handelnde Erfahrungen mit
den Wahrscheinlichkeiten beim Wiirfeln machen und diese Erfahrungen auch begriinden kon-
nen. Das Ziel dieser Einheit ist, dass ,die Schiilerinnen und Schiiler erkennen, dass aufgrund
der Symmetrie des Wiirfels das Eintreten aller sechs Augenzahlen beim Wiirfeln mit einem
Waiirfel gleichwahrscheinlich ist” (PIKAS, 2019, S. 8). Genauso sollen sie Vermutungen tber den

Eintritt von Wahrscheinlichkeiten anstellen und diese versuchen, zu tberprifen.

Im Mittelpunkt dieser Unterrichtseinheit steht, dass die Kinder Daten, Haufigkeiten und Wahr-
scheinlichkeiten mit einem oder zwei Wiirfel(n) sammeln. Sie sollen durch die handelnden
Erfahrungen einen Einblick in das Thema bekommen, sowie an das Datenerheben und das
Bestimmen von Eintrittswahrscheinlichkeiten hingefiihrt werden. Dadurch sollen sie erken-
nen, dass Gliicksspiele nicht nur rein vom Zufall abhdngig, sondern mithilfe der Mathematik
auch berechenbar sind (vgl. PIKAS, 2019, S. 8).

1. Einfiihrung der Fachbegriffe

Anfangs wird besprochen, dass ein neues Thema behandelt wird, das die Kinder zum gréRten
Teil selbst erkunden sollen. Als stummer Impuls wird ein Wirfel durchgegeben, den die Schii-
lerinnen und Schiiler kurz beschreiben und zu dem sie Ideen anstellen sollen. Die Eigenschaf-
ten eines Wiirfels (sechs gleich groBe Flachen, Augenzahlen) und die Begriffe wahrscheinlich
und unwahrscheinlich werden besprochen. Danach stellen die Kinder Vermutungen an, wel-
che Augenzahl am haufigsten gewdrfelt wird und tberpriifen diese handelnd. AnschlieBend

stellt die Lehrperson das Arbeitsblatt 1 vor, bei dem die Schiilerinnen und Schiiler in Einzelar-
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beit 30-mal wirfeln und ihre Ergebnisse mithilfe einer Strichliste notieren sollen. Ihre Erkennt-
nisse und Begriindungen dazu werden schriftlich festgehalten. Dabei wird bereits ein heuris-
tisches Hilfsmittel, die Tabelle, verwendet, das zwar von der Lehrperson vorgegeben ist, aber

trotzdem als lbersichtliche Darstellung der Ergebnisse dient.
2. Arbeitsphase

Jedes Kind bekommt einen Wiirfel, um die Aufgabenstellungen auf dem Arbeitsblatt 1 bear-
beiten zu kénnen. Da an diesem einzeln gearbeitet wird, werden mehrere, unterschiedliche
Ergebnisse erzielt, die am Ende miteinander verglichen beziehungsweise letztlich zusammen-
gezahlt werden kdnnen, um so das Handeln mit dem Gesetz der groRen Zahlen begriinden zu
konnen. Dies besagt, dass je ofter der Versuch durchgefiihrt wird, desto mehr nahert sich die
relative Haufigkeit der theoretischen Wahrscheinlichkeit an. In diesem Fall bedeutet das, dass

jede Zahl in etwa gleich oft gewdrfelt wird.



5 Konkrete Beispiele aus der Praxis zur Férderung einer mathematischen Begabung 109

Arbeifsblaft 1: Wiirfel Name:

WUrfle 30-mal und mach eine Strichliste!

o .]|

Lok

&“.5/0{ Was fallt dir auf, wenn du die Ergebnisse miteinander vergleichst®

Begrunde deine Entdeckungen!

Abbildung 35: Arbeitsblatt 1 des Projektes

Mithilfe des Arbeitsblattes von Abbildung 35 wird vor allem das Begriinden geférdert, da die
Kinder zuerst Vermutungen beziehungsweise Behauptungen anstellen sollen, die sie im Wei-
teren belegen. Dadurch stellen sie nicht bloB Behauptungen in den Raum, sondern mussen
sich auch Gedanken dariiber machen, wieso diese giiltig sein kénnen. Leistungsschwachere
Kinder haben hier die Moglichkeit, nur auf der Ebene des Beschreibens zu bleiben, falls ihnen

das Begriinden ihrer Vermutungen zu schwierig sein sollte.
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Nachdem das erste Arbeitsblatt bearbeitet wurde, sollen die begabten Schiilerinnen und
Schiiler selbststindig forschen. Sie sollen Uberlegungen anstellen, wie die Strichliste beim
Wiirfeln mit zwei Wirfeln aussehen wiirde, ohne dabei die Augenzahlen miteinander zu ad-
dieren. Dafir wird das Arbeitsblatt 2 verwendet. Damit sollten sie auf die Erkenntnis stof3en,
dass jede Kombination in etwa gleichwahrscheinlich ist, wobei ein Pasch jedoch unwahr-

scheinlicher gewdrfelt wird.

Arbeitsblatf 2: Wiirfel Name:

y Wie wiirde die Strichlisfe aussehen, wenn du mit zwei, drei oder
2. mehreren Warfeln wiirfeln wirdest®

Abbildung 36: Arbeitsblatt 2 des Projektes
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Bei der Aufgabenstellung in Abbildung 36 sollen die Kinder (iberlegen, wie die Strichliste mit
zwei, drei oder mehreren Wiirfeln aussehen wiirde. Dabei bleibt den Schiilerinnen und Schii-
lern selbst Uberlassen, in welcher Form sie eine Strichliste anlegen. Beispielsweise konnen sie
erneut auf eine Tabelle zurlickgreifen. Manche Kinder werden eventuell alle Ergebnisse ne-
beneinander aufschreiben, ohne dabei eine Tabelle anzulegen. Bei diesem Forscherauftrag
wird die Fahigkeit des Verallgemeinerns gefordert. Die Kinder miissen von einer tatsachlich
durchgefiihrten Handlung des Wiirfelns mit einem Wiirfel auf die Ergebnisse des Wiirfelns mit
zwei, drei oder mehreren Wiirfeln schlieRen. Diese Aufgabenstellung dient als zusatzlicher

Forscherauftrag, den leistungsschwachere Lernende nicht I6sen missen.
3. Reflexion

Nachdem die Kinder mit dem Arbeitsblatt fertig sind und sie ihre Ergebnisse verschriftlicht
haben, erfolgt eine kurze Reflexion Uber ihre Erkenntnisse. Dabei wird auch besprochen, dass
bei haufigem Wiirfeln die Augenzahlen nahezu gleich oft gewirfelt werden und dies auf die
Symmetrie des Wirfels zuriickzufiihren ist (vgl. PIKAS, 2019, S. 8ff).

5.11.3 Zweite Unterrichtseinheit zum Thema Wahrscheinlichkeit

Die zweite Einheit hat als Schwerpunkt, die Wahrscheinlichkeiten beim Wiirfeln mit zwei Wr-
feln zu bestimmen, indem die begabten Grundschiilerinnen und Grundschiiler nach einem be-
stimmten, selbstgewdhlten Schema vorgehen. Die Schiilerinnen und Schiiler sollen moglichst
systematisch alle Kombinationen herausfinden, wie sich die Summe der beiden Wiirfel zusam-
mensetzen kann. Dabei soll ihnen klar werden, dass beim Wiirfeln mit zwei Wiirfeln die Au-
gensummen unterschiedlich wahrscheinlich sind. In diesem Zusammenhang sollen sie auch
erkennen, wie sich die Wahrscheinlichkeiten beim Wirfeln mit einem oder zwei Wiirfel(n)

verandern.

Nun schreiben die Kinder alle Kombinationsmoglichkeiten der Augensummen auf, die beim
Wiirfeln mit zwei Wiirfeln erzielt werden kénnen. Die verschiedenen Moglichkeiten sollen an-
schlieBend mit den unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten beim Wiurfeln mit einem oder
zwei Wirfel(n) verglichen werden. Der genaue Stundenverlauf, der eine Unterrichtseinheit

beansprucht, wird im Folgenden beschrieben (vgl. PIKAS, 2019, S. 22).
1. Reflexion liber die Erfahrungen aus der vorigen Stunde

Zuerst ist wichtig, dass die Erkenntnisse aus der vorigen Stunde besprochen werden. Die Lehr-
person wiederholt kurz das Thema aus der Einstiegssequenz, um anschlieRend die Kinder zu

Wort kommen und sie Uber ihre Erkenntnisse sprechen zu lassen. Sie macht den Schiilerinnen
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und Schilern bewusst, dass sie in dieser Unterrichtseinheit moglichst strukturiert vorgehen

miissen, um alle Kombinationsmoglichkeiten herauszufinden.

Nachdem Uber die vorige Stunde reflektiert wurde, stellt die Lehrperson den Kindern das Ar-
beitsblatt 3 vor. Auf diesem sollen sie alle Moglichkeiten aufschreiben, die sich beim Wiirfeln
mit zwei Wirfeln aus der Summe der Augenzahlen ergeben. In diesem Zusammenhang sollen

sie auch begriinden, warum sie sich sicher sind, alle Méglichkeiten gefunden zu haben.
2. Arbeitsphase

Nun arbeiten die Schilerinnen und Schiiler einzeln an dem Arbeitsblatt. Falls die Kinder etwas
nachlegen wollen, kénnen hierfiir als Hilfestellung auch zwei Wirfel zur Verfligung gestellt

werden.
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Arbeifsblaft 3: Wiirfelaugensummen ~ Name:

2

&

JO/Q und nofiere deine Uberlegungen!

722 Finde alle Maglichkeifen fiir die Summe von zwei Wiirfelzahlen

-

o

~

/

. Warum bisf du dir sicher, dass du alle Maglichkeiten gefunden

“hasf Begrinde deine Enfscheidung!

Abbildung 37: Arbeitsblatt 3 des Projektes

Bei diesem Arbeitsblatt ist den Schiilerinnen und Schilern selbst tiberlassen, wie sie zu der

Losung kommen. Ob sie strukturiert vorgehen oder die erhaltenen Augensummen im Durch-

einander aufschreiben, ist ihre Entscheidung. Am Ende sollen die Kinder jedenfalls begriinden,

warum sie sich sicher sind, alle Kombinationsmdglichkeiten gefunden zu haben. Dies fordert

unter anderem das Begriinden, aber auch das Erkennen von Strukturen, das in Férderschwer-

punkt: Erkennen von Mustern und Strukturen beziehungsweise Verallgemeinern und Abstra-

hieren beschrieben wurde.
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Falls leistungsschwachere Kinder keine Ideen haben, wie sie auf alle Moglichkeiten der Summe
von zwei Wirfelzahlen kommen kdnnen, diirfen sie Tippkarten der Lehrperson verwenden,
die in den folgenden zwei Abbildungen dargestellt sind. Dabei wird ihnen einerseits der Zu-
gang zu einer Tippkarte gewahrt, welche die Vorgehensweise fiir das Finden von Moglichkei-
ten mit der Augensumme 5 veranschaulicht. Andererseits kdnnen sie mithilfe der zweiten
Tippkarte die restlichen Kombinationsmoglichkeiten zweier Wiirfelzahlen in einer vorgegebe-

nen Tabelle notieren.

/ Tippl(orTe 1 zu Arbeitsblatt 3 \

Augensumme 5

Die Augensumme 5 kannst du mif diesen Wiirfelzahlen wiirfeln:

Warfelbilder Plusaufgaben
o . e 1+4
.o |° 4+1
5 ) 5 2+3
X N A 3+2

o /

Abbildung 38: Tippkarte 1 zu Arbeitsblatt 3
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/ Tippkarte 2 zu Arbeitsblaft 3 \

Trage die Wurfelbilder oder die Plusaufgaben in die Tabelle ein!

Die Méglichkeiten fur die Augensumme 5 sind schon eingefragen.

T2 1345|6891 1|12
T+4
4+1
2+3
3+2

N2 —

Abbildung 39: Tippkarte 2 zu Arbeitsblatt 3

3. Reflexionsphase

In der Abschlussphase werden die Kinder dazu angeregt, ihre Kombinationsmaoglichkeiten vor-
zustellen und im Weiteren auch zu begriinden, warum sie sich sicher sind, alle gefunden zu
haben. Die Lehrperson kann als Veranschaulichung Wiirfelbilder mit den unterschiedlichen
Moglichkeiten der Addition zweier Augensummen auflegen, wodurch kontrolliert werden
kann, ob die Schiilerinnen und Schiiler alle Kombinationen gefunden haben (vgl. PIKAS, 2019,
S. 22ff).

5.11.4 Dritte Unterrichtseinheit zum Thema Wahrscheinlichkeit

In dieser Unterrichtseinheit liegt der Fokus darauf, dass die Kinder die Erkenntnisse, die sie in
der vorigen Stunde beziglich der Augensummen beim Wiirfeln mit zwei Wiirfeln gemacht ha-
ben, auf das Spiel mit der Bank, das in dieser Stunde durchgefiihrt wird, Gbertragen. Das Ziel
ist daher, dass sie die Anzahlen der verschiedenen Moglichkeiten der Augensummen als Be-

griindung fir den Ausgang des Wiirfelspiels sehen.
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Beim Bearbeiten des vierten Arbeitsblattes sollen die Kinder in unterschiedliche Rollen schliip-
fen und herausfinden, wie gut die Gewinnchancen fiir die Spielerin oder den Spieler stehen.
Genauso soll als Lehrperson herausgefunden werden, auf welche Aspekte die Kinder beim
Gewinnen achten: auf die Anzahl der Gewinnzahlen oder auf deren Werte. Mithilfe der Strich-
liste kommen die Schilerinnen und Schiiler letztlich auf die Erkenntnis, dass in den meisten
Fallen die Bank gewinnt. Die meisten werden (iber den Ausgang des Spiels liberrascht sein,
weshalb dieser im Folgenden auch begriindet werden soll. Die Kinder sollen wahrend des
Spiels erkennen, dass nicht die Anzahl der Gewinnzahlen, sondern die Anzahl der Moglichkei-
ten, die Zahlen zu wiirfeln, bedeutend ist, um herauszufinden, ob das Spiel fair oder unfair ist.
In diesem Zusammenhang kann auch wieder auf die Erkenntnisse der vorherigen Stunde auf-
merksam gemacht werden. Begabten Kindern wird in diesem Fall womoglich sowieso von Be-
ginn an bewusst sein, wer nach der beschriebenen Gewinnregel gewinnen wird. Leistungs-
schwiacheren Kindern konnen diese Erkenntnisse durch das Ausprobieren des Spiels verstand-

licher gemacht werden.
1. Reflexion liber die Erfahrungen aus der vorigen Stunde

Die Lehrperson fragt die Kinder, was sie aus der letzten Einheit mitgenommen haben. Dabei
wird genannt, welche Augensummen am haufigsten gewdrfelt werden und woran dies liegt.
Die unterschiedlichen Moglichkeiten, die sich aus der Summe zweier Augenzahlen ergeben,

werden noch einmal kurz besprochen.
2. Arbeitsphase

Nach einer kurzen Reflexion finden sich die Kinder zu zweit zusammen. Die Rollen werden
dabei aufgeteilt: Ein Kind Gbernimmt die Bank, das andere die Spielerin oder den Spieler.
Ihnen sollte jedoch anfangs nahegelegt werden, lber die Fairness des Spiels zu sprechen. Erst
dann beginnen sie mit dem Wiirfeln mit zwei Wirfeln. Die Summe der beiden gewiirfelten

Augenzahlen wird addiert und der Gewinnregel auf dem Arbeitsblatt 4 zugeordnet.
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Arbeifsblaft 4: Wiirfel Name:

Wer gewinnt®

Spielregel
Warfelt mit zwei Wiirfeln und addiert die Augenzahlen!

Gewinnregel

Der Spieler gewinnt, wenn das Ergebnis der Augenzahlen 1, 2, 3, 4, 10,
11 oder 12 ist.

Die Bank gewinnf, wenn das Ergebnis der Augenzahlen 5, 6, 7, 8 oder 9

ist,

(;}) Bevor ihr wirfelt: Findet ihr, dass das Spiel fair ist® Begrindet eure
T, Enfscheidung!

N, Wirfelt 30-mal mit zwei Wiirfeln und addierf die Augenzahlen!

N Macht dazu auf der Riickseite eine Strichlisfe!

Abbildung 40: Vorderseite des Arbeitsblattes 4 des Projektes
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Arbeitsblatt 4: Warfel Name:

Strichliste des Spielers:

Wer hat gewonnen?®

Stimmf eure Vermufung®

Abbildung 41: Riickseite des Arbeitsblattes 4 des Projektes

Bei diesen Arbeitsblattern sollen die Kinder zuerst anhand der vorgegebenen Gewinnregel
entscheiden, ob das Spiel fair ist und ihre Entscheidung demnach auch erklaren. Falls Kinder
nicht einschatzen kdnnen, ob das Spiel fair ist oder nicht, kdnnen sie das Arbeitsblatt oder die
Tippkarte aus der vorigen Stunde zu Hilfe nehmen. Darauf ist die gut erkennbar, wie oft die
verschiedenen Augensummen auftreten kdnnen. Leistungsstarke, begabte Schiilerinnen und

Schiler haben die Moglichkeit, ihre Erkenntnisse auf ein Spiel mit einer neuen Gewinnregel
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zu Ubertragen und zu Uberprifen. Daflir kann das Arbeitsblatt 4/1 verwendet werden, das in
Abbildung 42 und Abbildung 43 zu sehen ist.

Arbeifsblaft 4/1: Wuirfel Name:

5

Q Wer gewinnf®

Spielregel
Warfelt mif zwei Wiirfeln und addierf die Augenzahlen!

Gewinnregel
Der Spieler gewinnf, wenn das Ergebnis der Augenzahlen kleiner als

oder genau gleich 6 ist.

Die Bank gewinnt, wenn das Ergebnis der Augenzahlen gréBer als 6 ist.

‘\EQ:; Bevor ihr wiirfelt: Findet ihr, dass das Spiel fair isf® Begriindef eure

* Entscheidung!

N\, Wurfelf 30-mal mit zwei Wurfeln und addierf die Augenzahlen!
“Macht dazu eine Strichliste auf der Ruckseite!

Abbildung 42: Vorderseite des Arbeitsblattes 4/1 des Projektes
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Arbeitsblatt 4/1: Wuirfel Name:

Strichliste des Spielers:

1-6

Strichliste der Bank:

12

\Qibf es einen eindeufigen Gewinner®

Lok 3 o
(>%/ Woran kénnte das liegen?
4

Abbildung 43: Ruckseite des Arbeitsblattes 4/1 des Projektes
3. Reflexionsphase

Im abschlieBenden Gesprach werden alle neuen Erkenntnisse noch einmal besprochen und
den Kindern mitgeteilt. Durch das selbststandige Arbeiten soll ihnen klar geworden sein, dass
Augensummen wie 6, 7 oder 8 recht haufig, 2 und 12 jedoch eher weniger wahrscheinlich
gewdrfelt werden. Die Ergebnisse der Kinder, die sich durch die Strichlisten ergeben haben,
kdnnen unter anderem dazu verwendet werden, die Erkenntnisse zu begriinden. Dabei bietet

sich an, die unterschiedliche Anzahl der Kombinationsmdglichkeiten zu besprechen, um eine
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Beziehung zu den Erkenntnissen in der zweiten Unterrichtseinheit herzustellen. Dadurch soll
ihnen klar werden, warum bei dem in dieser Einheit durchgefiihrten Spiel in den meisten Fal-

len die Bank gewonnen hat.

In dem Zusammenhang kann auch eine Vorschau auf die folgende Unterrichtseinheit stattfin-
den, indem die Lehrperson fragt, ob beim Wiirfeln mit zwei Wiirfeln Ahnlichkeiten in der
Wahrscheinlichkeit zum Gliicksrad erkennbar sind. Weiters kann der Bezug zur ersten Unter-
richtseinheit noch einmal hergestellt werden. Die Lehrperson kann fragen, ob es beim Spiel
»Mensch argere dich nicht” sinnvoller ware, mit der Augenzahl 1 auf das Spielfeld zu diirfen.
Dadurch missten die Kinder auf die Erkenntnisse der letzten Einheiten zurlickgreifen und iber
die unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten erneut reflektieren (vgl. PIKAS, 2019, S. 10ff).

5.11.5 Vierte Unterrichtseinheit zum Thema Wahrscheinlichkeit

In der vierten Unterrichtseinheit beschaftigen sich die Grundschulkinder mit den Wahrschein-
lichkeiten beim Gliicksrad. Dabei tGbertragen sie ihre bisherigen Erkenntnisse mit den Wiirfeln
auf das Gliicksrad. Weiters machen die Schiilerinnen und Schiiler verschiedene Wahrschein-
lichkeiten der Gewinnregeln ausfindig, um in weiterer Folge auch eigene Gliicksrader und dazu

passende Gewinnregeln erstellen zu kénnen.

Nun ist wichtig, dass die Kinder die Erfahrungen, die sie in den letzten Einheiten gemacht ha-
ben, auf eine neue Situation, namlich das Gllicksrad, Gbertragen. Ilhnen soll bewusst werden,
dass Ahnlichkeiten zum Wiirfeln mit einem oder zwei Wiirfel(n) hergestellt werden kénnen.
In diesem Zusammenhang soll ihnen auch noch einmal klar gemacht werden, dass Gllcks-
spiele nicht einfach nur hingenommen, sondern ohne Weiteres hinterfragt werden sollen.
Beim Glicksrad spielt nicht nur das Gllicksrad an sich eine entscheidende Rolle beim Gewinn,
sondern auch die Gewinnregeln (vgl. PIKAS, 2019, S. 35).

1. Reflexion liber die Erfahrungen aus der vorigen Stunde und Einfiihrung des Gliickrads

Anfangs soll die Lehrperson die Kinder zum Thema der Stunde hinflihren, indem sie einen kur-
zen Rickblick auf die vorige Stunde gibt und ihnen das Glicksrad fir diese Einheit vorstellt.
Als Veranschaulichung kann ein Gliicksrad dienen, das die Lehrperson bereitstellt. Dieses ist
sowohl mit Farben als auch mit Zahlen von eins bis acht gekennzeichnet. Wenn dieses gedreht
wird, miissen daher zwei Aspekte gleichzeitig beachtet werden. Weiters verwendet die Lehr-
person Gewinnkarten mit Gewinnregeln darauf. Um gemeinsam in das Thema einzusteigen,
bietet es sich an, eine Gewinnregel auszuwahlen, mit der das Gllicksrad getestet wird. Der
Zusammenhang zwischen dem Gliicksrad und der Gewinnregel und die Begriffe Gewinnfeld

und Gewinn- bzw. Verlustregel werden durch das mehrmalige Drehen der Schiilerinnen und
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Schiiler an dem Gliicksrad eingefiihrt. Vor dem Drehen kénnen Vermutungen seitens der Kin-
der aufgestellt werden, auf welches Feld gedreht wird. Dadurch kann bereits eigenstandig
eine Gewinnregel formuliert werden. Durch den gemeinsamen Einstieg in das Thema und das
konkrete Ausprobieren der Gewinnregeln an einem Gliicksrad werden vor allem die leistungs-

schwacheren Kinder unterstitzt.

Nach der kurzen Einfiihrung werden die Arbeitsblatter 5 und 6 erklart. Beim Arbeitsblatt 5
sollen die Kinder zu zweit zehnmal am Gliicksrad drehen und notieren, wer gewinnt. Aufgrund
dieser Beobachtungen sollen sie sich anschlieRend entscheiden, mit welcher Gewinnkarte sie
am ehesten gewinnen beziehungsweise verlieren wiirden. Beim Arbeitsblatt 6 muissen die
Schiilerinnen und Schiiler im Anschluss alleine eigene Gllicksrader und dazugehérige Gewinn-

regeln erstellen.
2. Arbeitsphase

Das Arbeiten an den Arbeitsblattern erfolgt in Partnerarbeit. Pro Gruppe wird ein Gliicksrad
und pro Kind jeweils eine Gewinnkarte verteilt. Dadurch, dass jedes Kind eine eigene Gewinn-
karte bekommt, konnen sich die Schiilerinnen und Schiiler mit dieser identifizieren und sind
womoglich motivierter und neugieriger, die Fairness des Spiels zu beurteilen. Des Weiteren
sollen sie liber die Wahrscheinlichkeiten der Gewinnregeln diskutieren. Zwei Gewinnkarten
haben immer dieselbe Wahrscheinlichkeit. Dadurch kann festgestellt werden, ob die Schiile-
rinnen und Schuiler verstanden haben, dass nicht die Anzahl der vorkommenden Zahlen und
Farben relevant ist, sondern das flaichenmaRige Vorkommen dieser eine bedeutende Rolle fiir

das Gewinnen spielt. Im Folgenden werden die Arbeitsblatter 5 und 5/1 dargestellt.
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Arbeifsblatt 5: Gliicksrad Name:

EOD) UberlegT zu zweil, mif welcher Gewinnkarte man am ehesten

(@] . .
* gewinnen kann! Warum isf das so?

Welche Gewinnkarte wiirdef ihr nicht nehmen® Warum?@

Ordnet die Karten nach Gewinnchancen und verbindet!

Gewinnkarte 1: Gewinnkarte 2: Gewinnkarte 3: Gewinnkarte 4:
Du gewinnst bei Du gewinnst bei Du gewinnst bei Du gewinnst bei
1,2 oder 3. rof. weil und blau. 2,4, 6 oder 8.
am am

wahrscheinlichsfen wahrscheinlich unwahrscheinlichsten

gleich

Abbildung 44: Arbeitsblatt 5 des Projektes
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Arbeitsblatt 5/1: Glucksrad Name:

Farbt oder beschriftet die Glucksrader so, dass ihr bei der

* dariber sfehenden Gewinnregel am wahrscheinlichsten gewinnt!

Gewinnkarte 1: Gewinnkarte 2:

Du gewinnsT bei 1, Du gewinnsT bei

rof.

2 oder 3.

Gewinnkarte 3: Gewinnkarte 4:

Du gewinnst bei 2,

Du gewinnst bei

4, 6 oder 8.

weiB und blau.

L @

Probiert die Regeln mit eurem Gliicksrad aus!

Abbildung 45: Arbeitsblatt 5/1 des Projektes

Dadurch, dass die Aufgabenstellungen sehr offen formuliert sind, konnen die Kinder selbst
entscheiden, wie sie zu einer Losung kommen. Genauso sind mehrere Losungsmaoglichkeiten
erwinscht, die unterschiedliche Zugdnge erlauben. Vor allem beim Arbeitsblatt 5 steht das
Begriinden erneut im Vordergrund. Die Kinder sind also immer dazu angehalten, nicht blof3

Vermutungen anzustellen, sondern diese auch durch konkrete Aussagen zu begriinden.
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Durch das Erstellen eigener Gliicksrader auf dem Arbeitsblatt 6 wird fir die Lehrperson er-
sichtlich, ob die Kinder die Erkenntnisse der letzten Einheiten auf neue Situationen wie das
Gliicksrad libertragen konnen. Dabei wird deutlich, ob sie die Beziehung zwischen dem Anteil

der Flache auf dem Glucksrad und der Wahrscheinlichkeit verstanden haben.

Arbeitsblaft 6: eigene Glucksrader Name:

e
&2 Erfinde nun eigene Gliicksrader!

=5

Glucksrad 1: Glucksrad 2:
Ich gewinne eher, wenn ich ... Ich gewinne eher, wenniich ...
weil ... weil ...
Ich verliere eher, wenn ich ... Ich verliere eher, wenn ich ...
weil ... weil ...

Abbildung 46: Arbeitsblatt 6 des Projektes
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3. Reflexionsphase

In der abschlieBenden Reflexionsphase werden die Ergebnisse der Kinder prasentiert. Jede
Zweiergruppe stellt ihre Erkenntnisse vor, indem die Kinder vorlesen, was sie sich auf ihrem
Arbeitsblatt 5 notiert haben. Dabei soll unter anderem besprochen werden, warum die Ge-

winnregeln 1 und 3 dieselbe Wahrscheinlichkeit flir einen Gewinn haben.

Auch die selbststandig erstellten Gliicksrader werden vorgestellt und anhand eines leeren
Glicksrads von der Lehrperson getestet (vgl. PIKAS, 2019, S. 35ff).
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6 Resuimee

Der Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit liegt darauf, wie mathematisch begabte Schiilerin-
nen und Schiiler erkannt und daraufhin optimal gefordert werden kénnen. Abschliefend wird
nun zusammengefasst, welche Aspekte bei der Diagnose einer mathematischen Begabung be-
achtet werden missen und welche Moglichkeiten Lehrpersonen haben, mathematisch be-

gabte Kinder im Unterricht ausreichend zu férdern.

Dafiir ist zuallererst notwendig, die Komplexitat des Begabungsbegriffs noch einmal zu erldu-
tern. In der Literatur finden sich unterschiedliche Definitionen, die teilweise ibereinstimmen
und teilweise Unterschiede aufweisen. Grundsatzlich konnte festgestellt werden, dass Auto-
ren wie Bardy (2007), Heller (1996) oder Kapnick (1998) unter einer mathematischen Bega-
bung das Erbringen hoher mathematischer Leistungen verstehen. Im Kapitel 2.2 wurden Fa-
higkeiten mathematischen Denkens beschrieben, die alle Schiilerinnen und Schiiler fiir die
Auseinandersetzung mit mathematischen Inhalten bendétigen. Darunter fallt beispielsweise
das raumliche Vorstellungsvermogen, aber auch die Fahigkeit, Zusammenhange oder Bezie-
hungen zwischen mathematischen Sachverhalten herzustellen. In der Schule werden jene Fa-
higkeiten standig erweitert. Bei begabten Schiilerinnen und Schiilern sind diese besonders
hoch und individuell verschieden ausgepragt. Demnach zeigt sich eine mathematische Bega-
bung auch nicht bei jedem gleich, sondern kann sehr unterschiedlich sein. Um hohe mathe-
matische Leistungen erbringen zu kénnen, spielt immer auch die Intelligenz eines Kindes eine
bedeutende Rolle. Mathematisch begabte Kinder haben zumeist einen hoheren Intelli-
genzquotienten als ihre Mitschilerinnen und Mitschiiler, weshalb sie durch ihre Leistungen

und Fahigkeiten in der Schule besonders positiv herausstechen.

Um nun jenen Teil der Forschungsfrage beantworten zu kdnnen, wie eine mathematische Be-
gabung erkannt werden kann, werden Erkenntnisse aus dem Kapitel 3 herangezogen. Grund-
satzlich stellt sich der Zeitpunkt der Diagnose einer mathematischen Begabung im Grundschul-
alter etwas schwierig dar. Kapnick (1998) und Sprengel (1988) sehen einen zu friihen Befund,
Schiilerinnen und Schiiler fiir mathematisch begabt zu erklaren, einerseits als Nachteil, weil
im Anschluss der Schwerpunkt nur noch in der Férderung der mathematischen Begabung lie-
gen wirde und die anderen Bereiche dadurch vermutlich benachteiligt werden wiirden. An-
dererseits benotigen Schiilerinnen und Schiiler in der Volksschule einen langeren Zeitraum fir
die Entfaltung ihrer geistigen Fahigkeiten. Die Fahigkeiten sind im Grundschulalter meist noch
nicht so ausgepragt wie bei Kindern der Sekundarstufe. Genauso sind Volksschulkinder zwar
besonders wissbegierig und interessiert, allerdings kénnen ihre Interessen noch nicht eindeu-

tig zugeordnet werden. Sie verandern sich vor allem in den ersten beiden Schulstufen laufend.
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Darauf schlieRen zu kénnen, dass ein Kind der ersten oder zweiten Klasse Volksschule im Be-
reich der Mathematik besonderes Interesse zeigt, ist schwierig zu beurteilen. Die zu frihe For-
derung einer mathematischen Begabung kénnte im schlimmsten Fall zu einer einseitigen Per-
sonlichkeitsentwicklung fiihren. Trotzdem sieht Kapnick (1998) die Diagnose im Grundschul-
alter nicht als unmaglich. So ist beispielsweise auch in der Entwicklungspsychologie verankert,
dass sich die allgemeine Intelligenz eines Menschen bereits im Alter von elf Jahren festigt (vgl.
Orter, 2008, S. 280). Daher ist er der Meinung, dass mathematische Begabungen in der dritten
beziehungsweise vierten Klasse Volksschule erkannt und in weiterer Folge auch geférdert wer-
den kénnen. Trotzdem muss darauf geachtet werden, dass die Begabung nicht nur einseitig
unterstiitzt wird, sondern auch andere Bereiche wie Deutsch oder naturwissenschaftliche
Themen ihren Platz finden. Van der Meer (1986) schreibt dazu weiters, dass begabte Grund-
schilerinnen und Grundschiler haufig bei offenen Aufgabenstellungen hohe Leistungen zei-
gen. Sie sind in der Lage, Beziehungen herzustellen und ihr Wissen auf unbekannte Situationen
zu Ubertragen. In diesem Zusammenhang beschreibt auch Kapnick (1998) Merkmale, die ma-
thematisch begabte Kinder meist aufweisen. Dazu zahlen beispielsweise eine hohe geistige
Aktivitat, Neugierde, ein hohes Konzentrationsvermogen oder Selbststandigkeit. Diese Merk-
male sind jedoch bei jedem anders ausgepragt, weshalb Lehrpersonen immer individuell auf

jedes Kind eingehen missen.

Ich denke, dass die Diagnose einer Begabung und im Spezifischeren jene einer mathemati-
schen Begabung in der Volksschule wichtig ist, da Lehrerinnen und Lehrer bei der Férderung
darauf achten kénnen, dass diese nicht nur einseitig erfolgt. Die Férderung sollte in allen Ge-
genstanden stattfinden. In Mathematik kann dies beispielsweise durch offene Aufgabenstel-
lungen wie Problemldseaufgaben stattfinden, bei denen Kinder die Moglichkeit haben, unter-
schiedliche Losungsansatze zu entwickeln und dariiber zu reflektieren. Weiters bin ich nicht
zuletzt wegen Kapnicks (1998) Darstellung der Meinung, dass Schilerinnen und Schiler erst
ab der dritten Schulstufe fiir mathematisch begabt erklart werden sollten. Vor allem Kinder
der ersten und zweiten Schulstufe entwickeln sich hinsichtlich ihrer Personlichkeit und ihrer
geistigen Fahigkeiten noch stark weiter, weshalb in dieser Zeit erstmals beobachtet werden

sollte, in welchen Bereichen sie besonders hohe Leistungen zeigen.

Die Indikatoraufgaben, die in Kapitel 3.4 vorgestellt wurden, kdnnen nicht nur als Diagno-
seinstrument einer mathematischen Begabung, sondern auch wahrend des Unterrichts einge-
setzt werden. Lehrerinnen und Lehrern kénnen solche Aufgabensammlungen im Klassenzim-
mer in einer Forscherecke bereitstellen, an der sich jene Schiilerinnen und Schiiler bedienen
konnen, die beispielsweise friher mit einem Arbeitsauftrag fertig sind und sich tiefer mit ma-

thematischen Problemen auseinandersetzen wollen.
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Im Anschluss an die Diagnose ist eine optimale Forderung der mathematischen Begabung not-
wendig, um soziale Ausgrenzung und Unterforderung wahrend des Unterrichts zu vermeiden.
Dies stellt die Beantwortung des zweiten Teils meiner Forschungsfrage dar, bei der behandelt
worden ist, wie mathematisch begabte Schilerinnen und Schiiler wahrend des Unterrichts
gefordert werden konnen. Bardy (2007) beschreibt allgemeine und spezielle Ziele, die durch
die Forderung einer mathematischen Begabung erreicht werden sollen. Zu den allgemeinen
Zielen zahlt beispielsweise, dass durch Problemléseaufgaben mathematische Fahigkeiten ent-
wickelt und geférdert werden. Lehrpersonen sollten den Schiilerinnen und Schiilern eine Viel-
falt an Aufgaben mit mehreren Losungswegen anbieten, um unterschiedliche Zugangsweisen
kennenzulernen und die Kommunikation zwischen den Lernenden zu férdern. Dadurch soll
weiters die Fahigkeit der Kreativitat angesprochen werden, da die Kinder zum Beispiel dazu
angeleitet werden, mehrere Losungen auf unterschiedliche Art und Weise zu finden. Spezielle
Ziele, welche die begabten Schiilerinnen und Schiiler erreichen sollen, sind beispielsweise der
Einsatz von heuristischen Hilfsmitteln oder die Fahigkeit des Argumentierens und Begriindens.
Die Erreichung dieser Ziele ermdglicht allen Kindern eine tiefere Auseinandersetzung mit der

Mathematik.

Als ForderungsmalBnahmen werden hier Integration und Segregation, Differenzierung und In-
dividualisierung sowie Akzeleration und Enrichment vorgeschlagen. Ich personlich denke, dass
die Form von Integration wesentlich sinnvoller fiir die sozialen Kompetenzen eines mathema-
tisch begabten Kindes ist, da es dadurch in der Klasse bleiben kann und durch differenzierte
und individuell angepasste Aufgabenstellungen ausreichend geférdert wird. So wird es nicht
laufend von seinen Mitschilerinnen und Mitschiilern getrennt. Integration ist wichtig, um den
mathematisch Begabten Lerninhalte anzubieten, an denen sie interessiert sind, unterschied-
liche Losungswege zuzulassen und den Kindern die Mdglichkeit zu bieten, sich dariliber auszu-
tauschen und diese miteinander zu vergleichen. Differenzierung und Individualisierung er-
scheinen mir in jeder Klasse als besonders wichtige Aspekte. Denn jedes Kind ist verschieden,
weshalb die Lehrerin oder der Lehrer demnach auch unterschiedlich auf Bedirfnisse und In-
teressen des Kindes eingehen sollte. Diese Forderungsmallnahmen kénnen umso besser ge-
setzt werden, je mehr Erfahrungen, Zugangsweisen und Lésungswege der Kinder als Ressour-
cen erkannt werden. Genauso ist die Umsetzung in offenen Lernsituationen etwas einfacher,
da die Lehrperson besser auf das jeweilige Kind eingehen kann. Akzeleration und Enrichment
sind Formen von Individualisierung. Bei einem mathematisch begabten Kind die Form von Ak-
zeleration anzuwenden, sehe ich etwas schwierig, denn das Uberspringen einer Schulstufe o-

der die friihere Einschulung sind fiir das Kind nur dann sinnvoll, wenn es in allen Unterrichts-
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gegenstanden hervorragende Leistungen aufzeigt. Die héhere Schulstufe ist nicht an die Lern-
bedlrfnisse und die Leistungsfahigkeit angepasst, weshalb das Kind eventuell Probleme beim
Lernen haben konnte. Ich persdnlich denke, dass mathematisch begabte Schiilerinnen und
Schiiler auch in ihrer Schulstufe die Mdéglichkeit der Entfaltung haben. Die Lehrperson kann
mit diesen Kindern beispielsweise den Lehrstoff schneller durchnehmen und sie kénnen sich
in weiterer Folge mit flr sie interessanten, mathematischen Themen tiefer auseinanderset-
zen. Dadurch waren sie mit Gleichaltrigen zusammen und wiirden nicht aus ihrem gewohnten
Umfeld gerissen werden, wo sie ihre Freundinnen und Freunde haben. Durch die Form von
Enrichment werden ungewohnte Denkprozesse und Zugange zu mathematischen Problemen
genehmigt. Daher erscheint mir die Mischung beider FérderungsmaBnahmen als sinnvoll. Die

MalBnahmen muss die Lehrperson jedoch immer individuell an das Kind anpassen.

Eine konkrete Moglichkeit, mathematisch begabte Kinder wahrend des Regelunterrichts zu
fordern, wiare, alle Aufgabenstellungen fiir eine Klasse in offene Aufgabenformate umzuwan-
deln, sodass begabte Kinder vertiefend in gemeinsam erarbeitete Bereiche eintauchen und
ihre Denkprozesse weiterentwickelt werden kdnnen. Wichtig ist dabei, dass die angesproche-
nen Ziele nach Bardy (2007) berticksichtigt werden und die Aufgabenbeispiele abwechslungs-
reich gestaltet sind. Dabei bieten sich zum Beispiel auch Projekte wie das Projekt zum Thema
Wahrscheinlichkeit an, das in der vorliegenden Arbeit beschrieben wurde und mit der gesam-
ten Klasse durchgefiihrt wird. So kénnen mathematisch begabte Kinder ihre Fahigkeiten er-
weitern und leistungsschwache Schiilerinnen und Schiiler werden durch spezielle Differenzie-
rungsmallnahmen unterstiitzt. Neben speziellen Aufgaben haben Lehrpersonen auch die
Moglichkeit, mit ihrer Klasse aulRerschulische Lernorte zu besuchen, wie beispielsweise das
Haus der Mathematik, oder an Wettbewerben wie Kédnguru der Mathematik teilzunehmen.
Dabei kdnnen alle Schiilerinnen und Schiiler einer Klasse mitmachen. Die Experimentierfreude
und der Spal}, sich mit mathematischen Problemen durch handelnde Erfahrungen auseinan-

derzusetzen, kommen dabei nicht zu kurz.

Fiir meine zukiinftige Berufslaufbahn als Lehrerin konnte ich durch diese Arbeit neue Erkennt-
nisse gewinnen. Ich denke, dass der richtige Zeitpunkt fiir die Diagnose einer mathematischen
Begabung besonders schwierig ist, als Lehrperson jedoch darauf geachtet werden kann, dass
die Schilerinnen und Schiiler in jedem Unterrichtsfach ausreichend gefordert werden. Bei der
Forderung ist, meiner Meinung nach, wichtig, dass die mathematisch begabten Kinder die
meiste Zeit in der Klasse differenzierte Aufgaben l6sen konnen und nur fiir zusatzliche Forder-
programme, in denen andere mathematische Themen behandelt werden, von einer Tutorin

oder einem Tutor unterrichtet werden. Genauso kénnen Lehrpersonen Erziehungsberechtig-
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ten freiwillige Forderprogramme fiir begabte Kinder anbieten, die beispielsweise an Padago-
gischen Hochschulen stattfinden. Um die Begabten wahrend des Unterrichts zu férdern, kon-
nen alle Aufgabenbeispiele in offene Formate verwandelt werden, um die Denkprozesse der
Kinder zu unterstiitzen. So lernen sie, mathematische Probleme zu hinterfragen, zu argumen-

tieren, zu begriinden, zu l6sen und dariber zu reflektieren.



7 Literaturverzeichnis

Anderson, J. R. (2013). Kognitive Psychologie. Heidelberg: Springer VS.

Bardy, P. (2007). Mathematisch begabte Grundschulkinder. Diagnostik und Férderung. Berlin
Heidelberg: Springer Spektrum.

Bauersfeld, H. & KieRwetter, K. (2006). Wie férdert man mathematisch besonders befihigte
Kinder? Offenburg: Mildenberger Verlag.

Beer, U. & Erl, W. (1972). Entfaltung der Kreativitdt. Tibingen.

Begi¢, A. (2002). Niklas — einfach genial?!. In: Peter-Koop, A. & Sorger, P. (2002). Mathema-
tisch begabte Grundschulkinder als schulische Herausforderung. Offenburg: Milden-
berger Verlag.

Besuden, H. (1999). Raumvorstellung und Geometrieversténdnis. In: Mathematische Unter-
richtspraxis 20, Heft 3.

BIFIE (2010). Themenheft Mathematik ,Kommunizieren”. Volksschule Grundstufe I+Il. Graz:
Leykam.

BIFIE (2013). Themenheft Mathematik , Problemlésen”. Volksschule Grundstufe I+Il. Graz:
Leykam.

Birx, E., Wagner, H. & Wieczerkowski, W. (1987). Die Erfassung mathematischer Begabung
liber Talentsuchen. In: Zeitschrift fur Differentielle und Diagnostische Psychologie, 8.
Jg., Heft 3.

Bock, H. & Borneleit, P. (2000). Logisches Denken — Einige Gedanken iiber ein altes Ziel und
seine Verfolgung im Mathematikunterricht. In: Flade/ Herget.

Boéhmer, J. Peter (2006). Mathe-Ass. Materialien fiir leistungsstarke Kinder in der Grundschule.
Donauwdrth: Auer.

Bruder, R. (2001). Kreativ sein wollen, diirfen und kénnen. In: mathematik lehren, Nr. 115.

Bruder, R. & Miiller, H. (1990). Heuristisches Arbeiten im Mathematikunterricht beim komple-
xen Anwenden mathematischen Wissens und Kénnens. In: Mathematik in der Schule
28. Heft 12.

Grundsatzerlass zur Begabungs- und Begabtenforderung. Rundschreiben Nr. 25 vom 6. No-
vember 2017.

Cropley, A., Mc Leord, J. & Dehn, D. (1988). Begabung und Begabungsférderung (Entwick-
lungschancen fiir alle Kinder!). Heidelberg: Asanger.

Devlin, K. (2003). Das Mathe-Gen. Miinchen: dtv.
Dorner, D. & Van der Meer, E. (1995). Das Geddchtnis. Gottingen: Hogrefe.

Dreyfus, T. (2002). Was gilt im Mathematikunterricht als Beweis? In: Beitrage zum Mathema-
tikunterricht.

Drosser, Ch. (2006). Das bittere Ende der Logik. In: Die Zeit. Nr. 18.



7 Literaturverzeichnis 133

Fast, M. (2005). Mathematische Leistung und intellektuelle Fdhigkeiten. Integrative Bega-
bungsférderung bei Sechs- bis Zehnjdhrigen. Wien: Lit.

Fuchs, M. (2006). Vorgehensweisen mathematisch potentiell begabter Dritt- und Viertkldssler
beim Problemldsen. Berlin: Lit.

Gardner, H. (1991). Abschied vom 1Q. Die Rahmen-Theorie der vielfachen Intelligenzen.
Stuttgart: Ernst Klett Verlag.

Glaeser-Zikuda, M. & Mayring, P. (2003). A qualitative oriented approach to learning emotions
at school. In P. Mayring & C. V. Rhoeneck (Eds.). Learning emotions: The influence of
affective factors on classroom learning. Frankfurt: Lang.

Geretschlager, R. (2019). Uber den Wettbewerb. Abgerufen am 08.04.2020 von
https://www.kaenguru.at/verein.html

Grosser, N. & Koth, M. (2014). Alles klar! Ubungsheft. Knobelaufgaben. Linz: Veritas.

Grundschulunterricht Mathematik (2019). Problemlésestrategien. Oldenbourg: Pddagogische
Zeitschriften.

Hartkopf, W. (1964). Umrif3 eines systematischen Aufbaus der heuristischen Methodentheorie.
In: Der Mathematikunterricht (MU) 10. Heft 1.

Hasemann, K. & Mirwald, E. (2008). Daten, Hdufigkeit, Wahrscheinlichkeit. In G. Walther, M.
van den Heuvel-Panhuizen, D. Granzer & O. Koller (Hrsg.). Bildungsstandards fiir die
Grundschule: Mathematik Konkret. Berlin: Cornelsen.

Hauer-Typpelt, P. (2011). Angemessene Grundvorstellung zu Wahrscheinlichkeit und Zufall
entwickeln — Vorschldge fiir den Stochastikunterricht. In: Didaktikhefte der Osterreichi-
schen Mathematischen Gesellschaft. Heft 43. Abgerufen am 29.06.2020 von
http://www.oemg.ac.at/DK/Didaktikhefte/2009%20Band%2042/VortragHauerTyp-
pelt.pdf

Haus der Mathematik (2020). Haus der Mathematik fiir Schulklassen. Abgerufen am
08.04.2020 von http://hausdermathematik.at/besuche/schulklassen/

Haus der Mathematik (2019). Aufgabensammlungen. Ecolier 2019. Abgerufen am 20.04.2020
von https://www.kaenguru.at/files/problems/2019_Ecolier.pdf

Heller, K.A. (1996). Begabtenférderung — (k)ein Thema in der Grundschule? In: Grundschule
28, Heft 5.

Heymann, H. W. (2013). Allgemeinbildung und Mathematik. Weinheim/Basel: Beltz.

Jurgens, E. (1999). Brauchen wir ein pddagogisches Leistungsverstdndnis? In: Padagogik, 51.
Jg., Heft 1.

Kapnick, F. (1998). Mathematisch begabte Kinder. Frankfurt am Main: Peter Lang GmbH.

Kossakowski, A. (1987). Psychische Entwicklung der Persénlichkeit im Kindes- und Jugendalter.
Berlin: Volk und Wissen.

Konig, H. (1992). Einige fiir den Mathematikunterricht bedeutsame heuristische Vorgehens-
weisen. In: Der Mathematikunterricht (MU) 10. Heft 3.



7 Literaturverzeichnis 134

Konig, H. (2005). Welchen Beitrag kénnen Grundschulen zur Férderung mathematisch begab-
ter Schiiler leisten? In: Mathematikinformation (Zeitschrift der Begabtenforderung Ma-
thematik). Nr. 43.

Mandl, H. & Friedrich, H. F. (1992). Lern- und Denkstrategien. Gottingen: Hogrefe.

Mittelstral3, J. (2004). Enzyklopddie Philosophie und Wissenschaftstheorie. Stuttgart: J.B. Melt-
zer.

Monks, F. J. & Ypenburg, I. H. (2005). Unser Kind ist hochbegabt: ein Leitfaden fiir Eltern und
Lehrer. Miinchen: E. Reinhardt.

Neubert, B. (2009). Zufall und Wahrscheinlichkeit in der Grundschule. Zuletzt abgerufen am
12.02.2020 von https://www.schulportal-thueringen.de/get-data/8b7b00c6-9dd1-
4ce5-8bdb-110ea25ec66b/200903_neubert_2.pdf

Oerter, R. & Dreher, M. (2008). Entwicklung des Problemlésens. In: Oerter, H. & Montada, L.
Entwicklungspsychologie. Weinheim: Beltz.

Oerter, R. & Montada, L. (2008). Entwicklungspsychologie. Weinheim: Beltz.

Osterreichischer Lehrplan der Volksschule in der Fassung der Bekanntmachung von 1963
(BGBI. Nr. 134/1963), der zuletzt am 13. September 2012 (BGBI. Il Nr. 303/2012) ge-
andert worden ist.

Piaget, J. & Inhelder, B. (1980). Von der Logik des Kindes zur Logik des Heranwachsenden. Essay
liber die Ausformung der formalen operativen Strukturen. Stuttgart.

PIKAS (2019). Haus 7: Gute Aufgaben. ,,Daten, Hdufigkeiten und Wahrscheinlichkeiten”. Zu-
letzt abgerufen am 10.02.2020 von https://pikas.dzlm.de/pikasfiles/uploads/up-
load/Material/gesamtes_Material/Paketpiko_H1_Gluecksspiele.pdf

Pollmer, K. (1992). Intellektuelle Hochbegabung und mathematische Spezialbegabung — The-
oretische Auffassungen, empirische Befunde, Konsequenzen fiir die Férderung. In: Ur-
ban, K. Begabungen entwickeln, erkennen und fordern. Hannover: Universitat Hanno-
ver.

Pélya, G. (1964). Die Heuristik. Versuch einer verniinftigen Zielsetzung. In: Der Mathematikun-
terricht (MU) 10. Heft 1.

Pélya, G. (1967). Schule des Denkens. Tlbingen.

Renzulli, J. S. (1993). Ein praktisches System zur Identifizierung hochbegabter und talentierter
Schiiler. In: Psychologie in Erziehung und Unterricht, Heft 40. Miinchen: Reinhard.

Roedell, W. C., Jackson, N. E. & Robinson, H. B. (2000). Hochbegabung in der Kindheit. Beson-
ders begabte Kinder im Vor- und Grundschulalter. Heidelberg: Asanger.

Rost, D. H. & Hanses, P. (1994). Besonders begabt: besonders gliicklich, besonders zufrieden?
(Zum Selbstkonzept hoch- und durchschnittlich begabter Kinder). In: Zeitschrift fir Psy-
chologie. Berlin.

Roth, E. (1998). Intelligenz. Grundlagen und neuere Forschung. Stuttgart: W. Kohlhammer.

Schipper, W. (2009). Handbuch fiir den Mathematikunterricht an Grundschulen. Braun-
schweig: Schroedel



7 Literaturverzeichnis 135

Schroder, H. (1997). Leistung in der Schule. Begriindung — Forderung — Beurteilung. Miinchen:
Arndt.

Sprengel, H.-). (1988). Der mathematisch begabte Schiiler und seine Férderung in der DDR.
Potsdam.

Stadtschulrat fir Wien (2007). Individualisierung und Differenzierung als didaktischer Grund-
satz. Abgerufen am 13.04.2020 von http://www.schulentwick-
lung.at/joomla/images/stories/allgemein/ind_diff.pdf

Stern, E. (1992). Die spontane Strategieentwicklung in der Arithmetik. In: Mandl, H. & Fried-
rich, H. F. Lern- und Denkstrategien. Gottingen: Hogrefe.

Sternberg, R. J. (1990). What Constitutes a “Good” Definition of Giftedness? In: Journal for the
Education of the Gifted.

Van der Meer, E. (1985). Mathematisch-naturwissenschaftliche Hochbegabung. In: Zeitschrift
fiir Psychologie, Band 193, Heft 3.

Van der Meer, E. (1986). Experimentelle Begabungsforschung. In: Diagnostik geistiger Leistun-
gen (Forschungsberichte der Sektion Psychologie der Humboldt-Universitat). Berlin:
Verlag der Wissenschaften.

Walther, G. (2004). Gute Aufgaben. Kiel: IPN. Abgerufen am 24.05.2020 von
https://www.schulportal-thueringen.de/get-data/494ed93b-1bb0-4a48-bafd-
cdc99baf52a2/Mathel.pdf

Wessels, M. G. (1990). Kognitive Psychologie. Basel: Reinhardt.

Weth, T. (1999). Kreativitdt im Mathematikunterricht. Begriffsbildung als kreatives Tun. Hil-
desheim/ Berlin.

Wittmann, E. Ch. & Miiller, G. (1988). Wann ist ein Beweis ein Beweis? In: Bender, P (Hrsg.).
Mathematikdidaktik: Theorie und Praxis. Festschrift fiir Heinrich Winter. Berlin.

Wolpert, H. (1983). Materialien zur Entwicklung von Raumvorstellung im Mathematikunter-
richt. In: Der Mathematikunterricht (MU) 29, Heft 6.



8 Anhang

Arbeitsblaff 1: Wiirfel Name:

\Wﬁrﬂe 30-mal und mach eine Strichliste!

iﬁ@@@@l

~22 Was fellf dir auf, wenn du die Ergebnisse mifeinander vergleichsi®

S Begriinde deine Entdeckungen!




Arbeifsblaff 2: Warfel Name:

325 Wie wiirde die Strichliste aussehen, wenn du mit zwei, drei oder
~ mehreren Wirfeln wiirfeln wiirdesf®




Arbeitsblaft 3: Warfelaugensummen ~ Name:

, N} Finde alle Maglichkeifen fur die Summe von zwei Wiirfelzahlen
OQ:

und nofiere deine Uberlegungen!

4 2

o /

N, Warum bist du dir sicher, dass du alle Méglichkeiten gefunden

“hast® Begriinde deine Enfscheidung!




Arbeitsblaft 4: Warfel Name:

Wer gewinnf®

Spielregel
Warfelf mif zwei Warfeln und addierf die Augenzahlen!

Gewinnregel

Der Spieler gewinnf, wenn das Ergebnis der Augenzahlen 1, 2, 3, 4, 10,
11 oder 12 ist.

Die Bank gewinnf, wenn das Ergebnis der Augenzahlen 5, 6, 7, 8 oder 9

ist,

ol

j @} Bevor ihr wiirfel: Findef ihr, dass das Spiel fair ist® Begriindef eure

<. Entscheidung!

R Warfelt 30-mal mif zwei Wiirfeln und addiert die Augenzahlen!

*Macht dazu auf der Riickseite eine Sirichlisfe!



Arbeitsblaff 4: Warfel Name:

Strichliste des Spielers:

1"
12
Strichliste der Bank:

\.“\N.\U‘II

Wer hat gewonnen?

Stimmt eure Vermufung®




Arbeitsblaft 4/1: Wiirfel Name:

=

Wer gewinni®

Spielregel
Warfelt mit zwei Warfeln und addiert die Augenzahlen!

Gewinnregel
Der Spieler gewinnf, wenn das Ergebnis der Augenzahlen kleiner als

oder genau gleich 6 isf.

Die Bank gewinnf, wenn das Ergebnis der Augenzahlen gréBer als 6 isf.

) Bevor ihr wurfelt: Findef ihr, dass das Spiel fair isf¢ Begriindef eure
< Enfscheidung!

R Warfelt 30-mal mif zwei Wiirfeln und addiert die Augenzahlen!

““Macht dazu eine Sfrichlisfe auf der Riickseite!



Arbeitsblaff 4/1: Warfel Name:

Strichliste des Spielers:

1-6

Strichliste der Bank:

12

\GibT es einen eindeufigen Gewinner®

S
(2% Woran kénnte das liegen®
- QO,




Arbeitsblaft 5: Gliicksrad Name:

-y
(<7 \J((
7;‘\\%'*

(&) . .
> gewinnen kann! Warum ist das so®

UberlegT zu zweit, mit welcher Gewinnkarte man am ehesten

Welche Gewinnkarte wiirdet ihr nicht nehmen® Warum?®

Ordnet die Karfen nach Gewinnchancen und verbindet!

Gewinnkarfe 1: Gewinnkarle 2: Gewinnkarfe 3: Gewinnkarle 4:
Du gewinnst bei Du gewinnst bei Du gewinnst bei Du gewinnst bei
1, 2 oder 3. rof. weil} und blau. 2,4, 6 oder 8.

am gleich am
wahrscheinlichsten wahrscheinlich unwahrscheinlichsten




Arbeitsblaft 5/1: Gliicksrad Name:

R

Farbt oder beschriffet die Gliicksréder so, dass ihr bei der

“ daruber stehenden Gewinnregel am wahrscheinlichsten gewinnt!

Gewinnkarfe 1: Gewinnkarle 2:
Du gewinnst bei 1, Du gewinnst bei
2 oder 3. rof.
Gewinnkarfe 3: Gewinnkarfe 4:
Du gewinnsf bei Du gewinnsf bei 2,
weil und blau. 4 6 oder8.

Probiert die Regeln mif eurem Gliicksrad aus!



Arbeitsblaff 6: eigene Glucksrader Name:

Erfinde nun eigene Glucksrader!
Ooe

Glicksrad 1: Glicksrad 2:

e e
Ich gewinne eher, wenn ich ... Ich gewinne eher, wenn ich ...

weil ... weil ...
Ich verliere eher, wenn ich ... Ich verliere eher, wenn ich ...
weil ... weil ...
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